Jean-Francois Hachelouf
4. Convexité - Exercices

Barycentres, parties convexes d'un R-espace vectoriel

E-4.1. (5")* Montrer que C = {(x, ,z) € R3, x> + y? < z} est une partie convexe de R.
Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.2. (10’)** Soient E un R-espace vectoriel normé, n =2 et (x1,..., x) € E” unitaires tels que 0 soit dans 'enveloppe convexe
I n Il

de (x1,...,%,). Montrer que |l Z Xl <n-2.
k=1 |

Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.3. (25’)*** Théoremes de Radon et de Helly. Soit E un plan vectoriel réel.
(a) Théoreme de Radon. Montrer que toute partie finie X de E de cardinal supérieur ou égal a 4 possede une partition de la
forme X=YUZ,YNZ =g, telle que
Conv(Y)NnConv(Z) # @.

(b) Théoreme de Helly. Soit (Cy, ..., Cy) une famille de n = 3 convexes de E telle que I'intersection de trois quelconques d’entre
eux soit non vide. Montrer que ﬂ Cr#0.

1<ks<n
Enoncé détaillé - Corrigé
Fonctions convexes
1 x fo!
E-4.4.(5")* Soient f:I— Ry convexe sur I et (x,y,2) € B, x< ¥y < z. Donner le signe de I y f» I
1 2z fo!

Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.5. (10")* Soit (a, B,7) € R3 les angles d'un triangle T non aplati. Montrer que

1 1 2
- + — = .
sina  sinf cos %

Enoncé détaillé - Corrigé
E-4.6. (10’)* Soit f une fonction convexe sur R. Montrer qu'il existe a € R tel que f soit constante ou strictement monotone sur
la, +ool.

Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.7. (10’)** Que peut-on dire de f: R — R convexe et bornée sur R?
Enoncé détaillé - Corrigé
E-4.8. (15°)** Soient I un intervalle et f et g deux applications convexes sur / a valeurs dans R.
(@) Pour (A, u) € R2, Af + ug est-elle convexe?
(b) f g est-elle convexe? Et en ajoutant que f et g sont positives?
(c) Si f est avaleurs dans un intervalle J et si & est convexe sur J, ho f est-elle convexe?
(d) Sila réponse a l'une des questions précédentes est non, quelle hypotheése ajouter pour que la réponse devienne oui?
Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.9. (10')** Soit f € C?([a, b],R), on pose M = | f"'|| 0. Montrer que pour tout x € [a, b]

fb) - fla)
a

M(b—x)(x—a)‘
b_

|
(x—a) < 2

|
1f ()= fa) -

Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.10. (10’)** Inégalité de Ky Fan. Soit (xy,...,X,) €

1 n
0,5] . Montrer que

n
(l—[ Xk ) < nk:l
k=11

- Xp

Etudier le cas d’égalité.

Enoncé détaillé - Corrigé
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E-4.11. (10’)** Soit (a, b, c,d) € ([R{j)4 vérifiant a+ b+ ¢+ d = 1. Montrer que

a? b? c? d? 1
+ + + = -,
a+b b+c c+d d+a 2

Etudier le cas d’égalité.

Enoncé détaillé - Corrigé
E-4.12. (10’)** Soient E un R-espace vectoriel et A c E une partie convexe non vide. Montrer que 'application f : x — d(x, A)
est convexe sur E.

Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.13. (15’)** Soient f:R; — Ret g définie par g: x — M
X
(a) Montrer que si g est décroissante, alors pour tout (x, y) € (I]%j‘r)2

fx+n<fx)+fy.

(b) Montrer la réciproque en supposant de plus f convexe sur R7.
Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.14. (20°)** Polaire d’une fonction convexe. Soit f € C3(R,R) telle qu’il existe a > 0 vérifiant pour tout x € R, f"(x) = a.
(a) Montrer que f' réalise une bijection de classe C? de R sur R.
(b) On pose
[T =xf"' @ = f( )

pour tout x € R (polaire de f). Calculer les deux premieres dérivées de f*, et en déduire que s'il existe § > 0 tel que f"(x) < f
pour tout x € R, alors (f*)* est bien définie et est égale a f.
(c) Calculer la polaire de la fonction ch (on introduira la réciproque Argsh du sinus hyperbolique).
(d) Montrer que pour tout x € R, f*(x) = sup(tx— f(1)).
teR

Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.15. (20’)*** Soit f : R, — R convexe et de classe C! sur R,. Montrer que pour tout entier 7 > 2

n-1 n ! _
osﬁQ+me+ﬂm_ff<fM)fmy
2 4 2 0 8

Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.16. (20’)*** Soit f une application définie sur un intervalle I & valeurs dans R3. Montrer I'équivalence entre les deux
propriétés suivantes.

(i) Inof est convexe sur I.

(ii) Pour tout a > 0, f¢ est convexe sur 1.

Enoncé détaillé - Corrigé

E-4.17. (20’)*** Soit f définie sur un intervalle ouvert I de R et a valeurs dans R.
(a) Montrer que f est convexe sur [ si et seulement si pour tout segment [a,b] c I, a< b, ettout L € R

@r:x— f(x)—Ax

est majorée et atteint sa borne supérieure en a ou en b.
(b) On suppose de plus f continue sur I. Montrer que f est convexe si et seulement si pour tout x € I, et pour tout i > 0

vérifiant [x— h,x+ h] cI,ona
x+h

1
fo <o f(ode.

x—h

Enoncé détaillé - Corrigé



4. Convexité - Exercices (énoncés détaillés)

Barycentres, parties convexes d'un R-espace vectoriel

E-4.1. (5')* Montrer que f : (x,y) — x* + y? est convexe sur R?. En déduire que C = {(x, ,2) € R%, x? + y? < z} est une partie
convexe de R3.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.2. (10’)** Soient E un R-espace vectoriel normé, n =2 et (x1,..., X,) € E" unitaires tels que 0 soit dans I'’enveloppe convexe

n n
de (x1,...,X,). On peut donc considérer (A1,...,A,) € [0,1]" tel que Y Agxp=0et Y Ap=1.
k=1 k=1

(a) Montrer que max{ly, 1< k< n} <

n

(b) Montrer que Xl <n-2.

k=1

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.3. (25’)*** Théoremes de Radon et de Helly. Soit E un plan vectoriel réel.

P
(a) Théoreme de Radon. Soit (x1,...,Xxp) € EP avec p = 4. Montrer qu'il existe (11, .. HAp) € R” non tous nuls tel que Z Ai=0
i=1
p
et ) A;x; = 0. En déduire que toute partie finie X de E de cardinal supérieur ou égal a 4 posséde une partition de la forme

i=1
X=YuUZ YNnZ=g,telle que
Conv(Y)nConv(Z) # @.

(b) Théoreme de Helly. Soit (Cy, ..., Cy) une famille de n = 3 convexes de E telle que I'intersection de trois quelconques d’entre

eux soit non vide. En raisonnant par récurrence avec le théoréme de Radon, montrer que ﬂ Cr #®.
1<ksn

Enoncé non détaillé - Corrigé

Fonctions convexes

E-4.4. (5')* Soient f : I — R, convexe sur I et (x,),2) € B, x< y <z A T'aide d’opérations sur les lignes, montrer que

1 x fx
1 y f( |=0.
1 z f(2)

Enoncé non détaillé - Corrigé

1
E-4.5. (10')* Soit (a, B,7) € R3 les angles d'un triangle T non aplati. Montrer que — est convexe sur 0, [, et en déduire que
sin

1 1 2
- . = .
sina  sinf " cosi

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.6. (10’)* Soit f une fonction convexe sur R.
(a) On suppose qu'il existe (x, y) € R? tels que x < y et f(x) < f(y). Montrer que f est croissante sur ]y, +ool.
(b) Montrer, en toute généralité, qu'il existe a € R tel que f soit constante ou strictement monotone sur ] a, +ool.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.7. (10’)** Soit f :R — R convexe et bornée sur R. Montrer par I'absurde que f est constante.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.8. (15°)** Soient I un intervalle et f et g deux applications convexes sur / a valeurs dans R.

(a) Montrer que Af + ug est convexe si (1, ) € R2, mais pas nécessairement s'ils ne sont pas positifs.

(b) Montrer que fg n’est pas nécessairement convexe, méme si elles sont en outre positives. Montrer que fg est convexe si
elles sont a la fois croissantes et positives.

(c) Si f est avaleurs dans un intervalle J et si & est convexe sur J, montrer que ko f est convexe si i est en outre croissante, et
ne I'est pas nécessairement sinon.

Enoncé non détaillé — Corrigé



E-4.9. (10')** Soit f € C?([a,b],R), on pose M = || f" [loo-
(a) Montrerque g: x— f(x)— f(a) — w (x—a)— Mw est convexe.

(b) Montrer que pour tout x € [a, b]

< M(b—x)(x—a)‘

f(b)—f(a)(x
—-a 2

‘f(x)—f(a)— 3

_a)

Enoncé non détaillé - Corrigé

n

1
E-4.10. (10’)** Inégalité de Ky Fan. Soit (xy,...,x,) € 0,5

X
(a) Montrer que f: x— ln( 1 ) est strictement concave sur ] 0, 5] .

(b) Montrer que

1
- > Xk
n n
( l—[ Xk ) < nk:l )
k=1 1= %k > (1-xp)
k=1
Etudier le cas d’égalité.
Enoncé non détaillé - Corrigé
E-4.11. (10')** Soit (a, b, c,d) € (R*)* vérifiant a+ b+c+d = 1.
1
(a) Montrer que f:x— T+ est strictement convexe sur R,
X
(b) Montrer que
a? b? c? d?

1
+ + + > -,
a+b b+c c+d d+a 2
Etudier le cas d’égalité.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.12. (10’)** Soient E un R-espace vectoriel et A c E une partie convexe non vide.
(a) Justifier que pour tout (a, b) € A% ettout £ € [0,1]

ditx+ A -0y, A <tlx—al+1-0ly-Dbl.

(b) Montrer que 'application f : x — d(x, A) est convexe sur E.
Enoncé non détaillé - Corrigé
2 %k . * Z . f(x)
E-4.13. (15’)** Soient f:R} — Ret g définie par g: x— —.
x

(a) Montrer que si g est décroissante, alors pour tout (x, y) € (I]%j‘r)2

fx+n<f)+fy.

On pourra majorer g(x+ y) de deux facons différentes.
(b) On suppose que f(x+y) < f(x) + f(y) pour tout (x, y) € (R*)? et que f est convexe sur R*. En écrivant y comme barycentre
de x et x+ y pour x < y, montrer que g est décroissante.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.14. (20°)** Polaire d’une fonction convexe. Soit f € C3(R,R) telle qu’il existe a > 0 vérifiant pour tout x € R, f"(x) = a.
(a) Montrer, avec le théoreme des accroissements finis, que f'(R) = R, puis que f’ réalise une bijection de classe C%2deRsurRR.
(b) On pose
[P =xf - F )

pour tout x € R (polaire de f). Montrer que pour tout x € R

(f*)/(x):fl—l(x) ; (f*)//(x):m

Justifer que s'il existe § > 0 tel que f”(x) < B pour tout x € R, alors (f*)* est bien définie et est égale a f.
(c) Calculer la polaire de la fonction ch (on introduira la réciproque Argsh du sinus hyperbolique).
(d) En étudiant Fy : t — tx— f(¢) pour x € R fixé, montrer que f*(x) =sup(tx— f(¢)).
teR

Enoncé non détaillé — Corrigé



E-4.15. (20’)*** Soit f: Ry — R convexe et de classe C! surR,.
(a) Montrer que pour tout entier n = 2

n-1 n
m+Zf(lc)+M—f f=o.
2 ia 2 0

(b) Montrer, toujours pour n = 2, que

n n—ll n-1 pk+1 1
f f:Z—(f(k+1)+f(k))—Zf (t—k——)f’(t)dt.
0 k=02 k=0k 2

En déduire que
f(0)

O M_f”fs f'm-f'0)
2 2 0 8

n-1
+) flk)+
k=1

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.16. (20’)*** Soit f une application définie sur un intervalle I a valeurs dans R’} . On souhaite démontrer I'équivalence entre
les deux propriétés suivantes.
(i) Inof est convexe sur I.
(ii) Pour tout a > 0, f est convexe sur 1.
(a) Montrer le sens (i)=(ii).
(b) On suppose (ii). En écrivant la convexité de f¢ et en faisant tendre a > 0 vers 0 de fagon judicieuse, montrer (i).
Enoncé non détaillé - Corrigé

E-4.17. (20’)*** Soit f définie sur un intervalle ouvert I de R et a valeurs dans R.
(a) On suppose que f est convexe sur I. Montrer que pour tout A € R

Qr:x— f(x)—Ax

est convexe sur I, puis qu’elle est majorée et atteint sa borne supérieure en a ou en b sur tout segment [a, b] < I.

(b) On suppose réciproquement que ¢, est majorée sur [ et atteint sa borne supérieure en a ou en b sur tout segment [a, b] c I
pour tout A € R. En choisissant avec soin A pour (a, b) € I 2 fixés, montrer que f est convexe sur I.

(c) On suppose de plus f continue sur I. Montrer que si f est convexe, alors pour tout x € I, pour tout h > 0 vérifiant [x— &, x +
hlcIettouttel0,h]

1 1
fx) < Ef(x—t)+5f(x+ 1.

En déduire que
X+

1 h
flx) < s f(nde.
e

(d) Montrer la réciproque du résultat précédent en raisonnant par contraposée avec (b)

Enoncé non détaillé - Corrigé



4. Convexité - Exercices (corrigés)
Barycentres, parties convexes d'un R-espace vectoriel

E-4.1. C est I'épigraphe de f : R? — R définie par f : (x,y) — x? + y°. f est convexe sur R? car ¢ : t — t? I'est, si bien que pour
a=(x,y)etb=(x,y)dansR? et L€ [0,1], 0ona

fAa+1-b) =Ax+1-AxN+eAy+1 -1y < Apx) + 1 - V@) + Ap(y) + (1 - Ve ()
=AM + M)+ A=V (@) +e) =Af(@+ Q- 1) f(b)

d’oui la convexité de f puis celle de C.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

n n
E-4.2. Soit (A4,...,4,) € 10,1]" tel que Z Arx =0et Z Ak = 1. Quitte a réordonner, on les suppose rangés dans 'ordre croissant
k=1 k=1
A1 <...< A, desorte qu’en particulier, 1, > 0. On a par la seconde inégalité triangulaire

n-1 n-1
>/ln||xn"_z/1k”xk”=/ln Z/lkz/ln_(l_/ln)ZZ/ln_l
k =1

0= -
=1 k

n
> Agex
k=1

1
de sorte que A, < > On peut alors écrire

1 n-1
Xn = —/1— Z /lkxk

n k=1
et donc
n n—1 A n—1 A n—1 A 1-2 1
k k k n
Y x| = Z(1——)xk <y 1——)||xk||=z(1——)=n_1_ =n-—
k=1 k=1 /l” k=1 /l” k=1 /l” /l” /1”
<n-2

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
E-4.3. (a) Notons p = Card(X), (x1,...,%p) les éléments deux a deux distincts de X. (A1,...,1p) — (i AiXi, i /l,-) n'est pas
injective de R” dans E x R car elle est linéaire et p = 4 > dim(E x R) = 3, de sorte qu’il existe (11,...,4p) € Rlp: 1non toltzlé nuls tels que
i A;i=0et i Aix; =0 (voir 'exercice de TD sur le théoreme de Carathéodory qui exploite la méme idée). Quitte a les réordonner,

i=1 i=1
on peut supposer que k € [[1, p]| vérifie A; <... <A <0et0< Agy; <...<Ap.Onaalors

k p
A=Y N
i=1 i=k+1

et'on peut noter sla valeur commune de ces deux quantités. On a s > 0 car s = 0 entrainerait que tous les A; sont nuls, en contradic-

Ai Ai
tion avec leur construction. On pose alors y; = —— pour tout i € [1,k] et v; = — pour tout i € [k +1, p]|, qui sont des coefficients
s s

k p
positifs et vérifiant Z Ui = Z v; = 1 par construction. Il vient alors
i=1 i=k+1
k p k p
Z(—/l,-)x,- = Z Aix;i < Zuixi = Z ViXj.
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1

Le point z, valeur commune de ces deux sommes, est donc ala fois dansI’enveloppe convexede Y = {x1,..., x¢} etde Z = {Xg41,..., Xp},
qui répondent aux exigences de 1'énoncé.

(b) On raisonne par récurrence sur n, le cas n = 3 étant évident. Supposons le résultat vrai pour n—1 = 3 et considérons
(Cy,...,Cy) des convexes de E d’intersections trois a trois non vides. Par hypothese de récurrence, 'intersection de n—1 quelconques

d’entre eux n’est pas vide, et il existe donc (x1,...,x,) € E" tel que x; € ﬂ C; pour tout i € [1, n]. Si deux d’entre eux sont égaux, il
1<j<n
J#i
s’agit d'un point de ﬂ C;. Sinon, comme 7 = 4, on peut appliquer le théoreme de Radon a X = {xy,..., x,}, et (quitte a réordonner)
1<isn
il existe k € [1,n] tel que Y = {x3,...,x¢} et Z = {Xk+1,..., X} alent un point commun z dans leurs enveloppes convexes. Comme
YcU = ﬂ C; qui est convexe, on a z € Uy, et de méme z € U = ﬂ C;, puis finalement z € ﬂ C; comme voulu. Ceci
1<isk k+1<isp 1<isp
acheve la récurrence.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé



Fonctions convexes

E-4.4. En effectuant Ly — Ly — L1, L3 — L3 — L1, puis en développant par rapport a la premiere colonne, et enfin en factorisant
pary—x>0etz—x>0,ona

1 x f(x 1 X fx) _ _
Ly S0 |=| 0 y-x fm-se |=| LTY A0
1 z f(2) 0 z—-x f(a)—f(x)
fO -1
— (y-x)(e- y-x
(y=x(z-x) | [@-fw
Z—X
=(y—x)(z—x)(f(z)_f(X)—f(y)_fm)w
zZ—Xx y-x

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

1
E-4.5. Comme T n’est pas aplati, on peut chosir («, 8,7) €]0, n[® vérifiant a + B+v=n. f=— étant convexe sur ]0,7[ car deux
sin
sin? +2 cos?

sin3

fois dérivable et de dérivée seconde > 0 (calcul facile), on a

a+p

%(f(a)+f(ﬁ))>f(—):f(

. E_Z)

2 2

c’est-a-dire

l ( 1 + 1 ) > 1
2\sina  sinf)  sin(Z-%) cosi
comme voulu.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-4.6. Supposons qu’il existe (x, y) € R tels que x < yet f(x) < f(y). Pour tous (z, t) €]y, +00[? tel que z < t, on a par applications
successives de I'inégalité des pentes

f@)-f(= - f@)-fx - f»—-fx) -

t—z t—x y—x

0

ce qui montre que f(f) = f(z) et donc que f est croissante sur ]y, +ool[. Si f n'est pas constante, il existe alors a €]y, +oo[ tel que
f(a) > f(y). En reprenant alors le méme raisonnement, on montre que f est strictement croissante sur ] a, +col.

Dans le cas contraire, on a
VX, eR: x<y= f(x)> f(y)
ce qui signifie cette fois que f est strictement décroissante sur R.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-4.7. Supposons que f ne soit pas constante, et considérons (x, y) € R? tels que f(x) > f(y). Supposons par exemple que x > y.
Alors d’apres I'inégalité des pentes, pour tout z > x

f@-fy - f-f
y

z-y x—

— f(2)>

fo-fo
Ty (z=»+fy)

qui diverge vers +oo quand z tend vers +oo, ce qui est absurde puisque f est bornée. Le méme raisonnement en —oo permet de
conclure si x < y. Finalement, f est nécessairement constante.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-4.8. (a) Laréponse est non, prendre f strictement convexe, A = —1 et u = 0. Si on ajoute que A et u sont positifs ou nuls, pour
tout (x,y) € I? et tout ¢ € [0,1]

Af+pg)(tx+A-Dy)=Af(tx+Q-DY)+ugtx+1-0y) S Atf()+AA-D f (N +ptgxX)+pl-0g(y) = tAf+ug) () +1-DAf+ug)(y)

si bien que A f + 1 g est convexe.
(b) Non: f: x — x? et g : x — e* sont convexes sur R mais ¢ = fg: x — x?e* ne I'est pas : elle est deux fois dérivable et pour
tout x eR
P'(x0)=(x*+2x)e" ;5 @' (x)= (P +4x+2)e”

si bien que " n’est pas positive sur R (¢”(—1) < 0, par exemple). En revanche, si f et g sont convexes croissantes et positives, alors
pour tout (x, y) € I? et pour tout ¢ € [0,1]

(fQUx+1-Dy) < (tfX)+A=-Df () +(1-Dgy) =P (fQ)+(1L-D*(fQW) +t1 - D(f (X)) + f(1)g(x)).



Or, en supposant par exemple x < y
FXgX) +fgW) —(fF(gW + f(g) = (f(¥) - f(x)(E)—g(x) =0
si bien que
(fe)tx+ 1 -0y < 2(fQ)(x)+ (1 - D*(fQ M+ t(1 - O(F(X)gX) + f(Ng) = t(f)(x) + (1 - D(f) ()

et f g est convexe.
2 . . .
(c) Non plus... Pour h: x — e * et f:x— x? surR, ho f : x— e™* nest pas convexe (dériver deux fois). Si on suppose de plus
h croissante, alors pour tout (x, y) € I? et tout ¢ € [0,1]

(hotx+(1-0)y)shAtfx)+AQA-Df) < tlho fHx)+ Q-1 (ho f)(y)

et ho f est convexe.
(d) On a répondu dans chaque question.
Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé

E-4.9.Soitg: x— f(x)— f(a)— [ = j;(a)( -a)- w .gestdeclasse C2et g":x— f"(x)+M =0, si bien que g est

convexe. Le graphe de g est donc s1tue sous sa corde [a, b], ce qui donne pour tout x € [a, b]

gb)-gla) f-fla (b—x)(x—a)
—b —Io—a (x a)sM—2 .

f(b) - f(a) (e (b—x)(x~—a)
a

b a)+ M ———— est concave puis positive, ce qui donne le résultat

gx)< gla)+ x-a)=0 = f(x)-f(a)-
On montre de méme que h: x— f(x)— f(a)—
voulu.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

1
0, 3 car deux

X
E-4.10. L'inégalité est triviale sil'un des xj estnul. f: x—In (1—) =In(x) —In(1- x) est strictement concave sur

x—
fois dérivable et de dérivée seconde x — 2O Par I'inégalité de Jensen
x*(1-x
Ly Ly
n = Xk n = Xk 12 X
( Zx") Zf(xk)@m — =] >—Zln(1 : )
1-1 5 x Lya-xn| M1 V%
" k=1 " k=1

d’ou le résultat par croissance de I'exponentielle. Le cas d’égalité est obtenu quand tous les x; sont égaux, par stricte concavité.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

1
E-4.11. f: x— T+x est strictement convexe sur Ry, et
X

2 2 2 2
a b c d d
+ + + =a +b + cf|—
a+b b+c c+d d+a f( ) f ! C)
1
zfb+tc+d+a)=f(1)= 7
. e e b _c_d_a s
Par stricte convexité, I'égalité a lieu si et seulement si — = 3-°°3 En notant A > 0 cette valeur commune, on aboutit a
a c

b=Aa=Ad=7Ac=A"b

1
donC/lzl,eta:b:c:d:Z.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
E-4.12. Soient (x,y) € E2 te[0,1] et (a,b) € A%. Comme A est convexe, ta+ (1— )b e A, de sorte que
ditx+(1-0y,A<ltx+A1-0Dy—(ta+A1-Db)<tlx—al+1-0ly-Dbl.
On peut passer successivement dans le terme de droite a la borne inférieure pour a € A, puis pour b € A, ce qui donne bien
ditx+ (1 -0y, A < td(x, A+ (1 -1d(x, A)

et donc la convexité de x — d(x, A).
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
E-4.13. (a) Pour tout (x,y) € ([R?’fr)2

& > 7f(x+y) = f(x) >x7f(x+y).
X x+y x+y



On ademéme f(y) = yf;xf—i-yy) d’oui le résultat en sommant.
(b) Six <y, yestbarycentrede xet x+ y
X X
y:—x+(1—— (x+y)
y y
d’ott
X X X X X X X
f(—x+ (1— — (x+y)) < —f(x)+ (1— —)f(x+y) < —f(x)+ (1— —)f(x) +(1- —)f(y)
y y y y y y y
si bien que

f(y)sf(x)+(l—§)f(y) = xfY<syfx) = gy)sgk)

ce qu’on voulait.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
E-4.14. (a) f” est strictement positive sur R et donc f’ est strictement croissante. Comme elle est en outre dérivable, elle est

continue sur R et réalise donc une bijection de R sur son image. Cependant, comme f’ est en particulier dérivable sur [0, x] pour
tout x > 0, il existe d’apres le théoréme des accroissement finis un c €]0, x[ tel que f(x) — f'(0) = xf" (¢) d’ott

fl(x) = ax+ f(0)

ce qui montre que 1ir+n f'(x) = +00. On a de méme que lim f'(x) = —oo et f’ réalise donc une bijection de R sur R. Enfin, f’ est
X—+00 X——00

de classe C? sur R comme dérivée d’une application de classe C? ce qui conclut.

(b) f* est de classe C! sur R comme différence d'un produit et d'une composée d’applications de classe C? sur R (la compo-
sition ne pose pas de probleme puisque f est définie sur R et f'~! est a valeurs réelles). On a par le théoréme de dérivation des
fonctions composées que pour tout x € R

Y@ =f"w+ FUte=r"m

X _ 1
f”(f"l(x)) f”(f"l(x))
et donc

N/ _
()= 7f”(f"1(x))'

1
S'il existe 8> 0 tel que f”(x) < B pour tout x € R, on a alors (f*)"(x) = B pour tout x € R et 'on peut appliquer tout ce qui précede a

f*.(f*)* est donc bien définie. En remarquant que (f*)' = f'~!, il vient pour tout x € R

(0 =x(f 7 0 - £ )
=xf'(x0) - f*(f (2)
=xf'() - /O )+ LU )
=xf'(x) - fl(0)x+ f(x)
= f(x)

d’ol (f*)* = f, ce qu’on voulait.
X _ A—X

e
(c) on sait que sh réalise une bijection de classe C* de R dans R. Soit y € R, on cherche x € R tel que

= y. En posant
X =e%, il vient

x-41
2X =y < X*-2yX-1=0.

On en déduit que X = e* = y+4/1+ y2,'autre racine y—+/1 + y2 de ce trindme en X étant négative puisque v/1+ y2 > /y2 =yl = y.
Finalement, pour tout y € R

Argsh(y) =In(y +4/1+ y?).
Notons que ch” = ch = 1, ce qui valide I'existence de ch*. Il vient pour tout x € R

ch™(x) = xArgsh(x) — ch(Argsh(x)).

Comme ch = V1 +sh?, on obtient finalement
ch*(x) = xArgsh(x) — V' 1+ x2.

(d) Posons pour tout x € R I'application Fy : t — tx — f(t). Fy est de classe C3 sur R et pour tout £ € R

Fi.(0)=x— f'(1).
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f’ est décroissante et bijective de R sur R, si bien que FJ’C est strictement positive sur | — oo, f° "~1(x)[ et strictement négative sur
]f’_1 (x), +o0o[. On en déduit que F; atteint son maximum (strict) en ¢ = f"l(x) et donc que

sup tx— f() =sup Fx(t) = Fe(f 7' (0) = 7 ()x— £(f 1 (0) = f* (%)

teR teR
ce qu’on voulait.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-4.15. On a par la relation de Chasles
n-1 rk+l

fonf=k;0 :

[ étant convexe, pour tout k € [0, n— 1], son graphe sur [k, k + 1] est situé sous la corde reliant ses deux extrémités (graphiquement,
l'aire sous le graphe de f est inférieure ou égale a celle d'un trapéze). Formellement, on a pour tout ¢ € [k, k + 1]

FO<(flk+1D) - fk)(—k) + f(k)
d’ol1 par croissance de I'intégrale

k+1
+fk)(E-k)
k

k+1

a2
fnde< Ul

2

_ fle+1)+ f(k)

(flk+1) = f(k) 5

Ilvient en sommane de0a n—1
" 0 & (n)
f fsf—+Zf(k)+f—
0 2 k=1 2
ce qui donne la partie gauche de notre double inégalité.

k+1
Pour tout k € [0, n — 1], on effectue ensuite dans f f une intégration par parties. Il vient
k

I

1 k+1 k+1 1
<=>—(f(k+1)+f(k))—f f:f (t—k——)f’(t)dt. »)
2 k k 2

k+1 1 k+% 1 k+1 1
f (t—k— —)f'(t)dt:f (t—k— —)f’(t)dt+f (t—k— —)f’(t)dt.

1
k,k+ =
2

k+1 1 1 k+1 1
—f (t—k——)f’(t)dtz—(f(k+1)+f(k))—f (t—k——)f’(t)dt
k 2 2 k 2

1 k+1
t—k—E)f(t) )

Or

1
Comme f” est croissante et t — k — 3 <Opourte ,ona

k+3 1) ., k+3 1) ., L1 1)
fk (t—k—E)f(t)dtsfk (t—k—i)f(k)dt—f(k)[E(t—k—z)

On obtient de méme

1
k+3

2 8

_ [k

k+1 !
f (t_k_l)f’(t)dtsm
k 2 8

1
+2

puis par sommation de (#) pour k allantde0an—1

n-1 n n—-1 g/ _ ! ! _ !
&J“Zf(kHM_f p LD SH S - 11O
2 =1 2 0 8 8

comme voulu.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-4.16. Supposons (i). a(Inof) est alors convexe pour tout « > 0 : pour tout (x, y) € I? ettout t€ [0,1]
alnf(tx+(1-0Dy)stalnf(x)+ A -aln f(y)
et par croissance puis convexité de 'exponentielle
fx+(1-Dy)*<exp(talnf(x)+1-alnf(y) <tf(O)*+1-1)f(*

donc f* est convexe.
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Supposons (ii) : on a pour tout a > 0, tout (x, y) € I? et tout ¢ € [0, 1] en écrivant la convexité de f%, en passant au logarithme et
en divisant par a

a —
1n(f(tx+(1—t)y))<ln(tf(x) +C(¥1 DfWY _ s,

On peut faire tendre a vers 0 dans g(a) en reconnaissant dans la limite la dérivéeen 0 de ¢ : @ — In(2f(x)* + (1 — 1) f(3)%). Or pour

touta =0
thn(f)f)*+ A -DIn(f NN

tf0*+1A-0fM*

¢'(@) =
donc ¢'(0) = tIn(f(x)) + 1 — ) In(f () et
In(f(tx+(1-0)y) < tln(f(x) + 1 -0 In(f(y)

comme voulu.

Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé
E-4.17. (a) Supposons f convexe : on vérifie immédiatement que pour tout A € R, ¢, est également convexe. On a alors pour
tout [a, b] c I et pour tout x € [a, b] I'existence de t € [0,1] tel que x = ta+ (1 — £)b et il vient en notant M = max(p(a), (b))
prO)<tpr@+A-Derb)<stM+(1-M=M
si bien que ¢, est majorée sur [a, b] et sup @, = r[na)]((p;L M.
la,b) ab

Supposons réciproquement que pour tout A € R, ¢, soit majorée sur tout [a, b] c I de borne supérieure atteinte en a ou b. Pour

a et b fixés tels que a < b, on prend alors A = f(b;_f( a) , valeur qui assure que ¢ (a) = ¢, (b). Alors pour tout ¢ € [0, 1]
f(ta+(1—t)b)=(p,1(ta+(1—t)b)+w(ta+(l—t)b)swl(a)+%(ta+(l—t)b)
et compte tenu du fait que ¢, (a) = @, (b)
f(ta+(1—t)b)sttpﬂ(a)+(1—t)(p;t(b)+W(ta+(l—t)b)
b
=tf(a)— /b ) f( )t a+(1-10fb) - 4G ) f( )( -0+ I ) f( )(ta+(1—t)b)=tf(a)+(1—t)f(h)

ce qui montre bien que f est convexe sur I puisque a et b sont arbitraires.
(b) Si f est convexe, alors pour tout x€ I, h >0 tel et £ € [0, h]

1 1 1 1
f(x)—f(i(x—t)+§(x+ N < 5f(x—t)+5f(x+ 3

ce qui donne par intégration sur [0, /]

h h x+h
th(x)sf f(x—t)dt+f flx+ t)dtzf fwdu
0 0 x—=h

en posant u = x — ¢ dans la premiere intégrale et u = x + ¢ dans la seconde, d’ou le résultat en divisant par 2k > 0.

Réciproquement, on raisonne par contraposée en supposant que f n'est pas convexe : d’apreés la question précédente, il existe
AeRet(a,b) € I?, a<b, tels que ¢, (qui est nécessairement majorée sur [a, b] car continue sur ce segment) atteigne son maximum
(toujours du fait de la continuité sur un segment) en x €] a, b, avec ¢ (a) < ¢, (x) et p, (b) < ¢, (x). On prend alors h = min(x—a, b—
x) de sorte que, soit x — h = a, soit x + h = b. On suppose par exemple qu’on se trouve dans le premier cas. Il vient

@A) s pax)

pour tout ¢ € [x— h, x+ h]. Par intégration sur [x— h, x+ h] de t — ¢, (x) — @, () qui est positive, continue et non identiquement nulle
(puisque @, (x— h) = @) (a) < @) (x)), il vient par stricte positivité de I'intégrale

x+h x+h
f (pﬂ(x)dt>f @) (ndt
x—h x—h

ce qui donne
x+h

h 1
2h(f(x)—/lx)>f fdt-2hdlx <= f(x)>— f(nde
x—h 2h Jx-n
et acheve la preuve par contraposée.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé



