1. Espaces vectoriels normés - Exercices Du crabe gele

E désigne un espace vectoriel normé. Sauf mention explicite, sa norme sera notée ||.|| et la distance associée d.

Normes, équivalence
E-1.1.(5)* Pour tout (x,y,2) € E3 tel que x + y+ z =0, montrer que

3
lx—yl+lly—zl+lz-xll = E(IIXII +lyl+1zl).

Enoncé détaillé - Corrigé

lx—yl
I+x—yl
(a) Montrer que d est une distance sur E.
(b) Est-elle associée a une norme?

E-1.2. (10")* Soitd: (x,y)— définie sur E2.

Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.3.(5)* Soit n = 2. Existe-t-il une norme |.|| sur .4, (K) vérifiant || AB| = || Al || B|| pour tout (A, B) € M ([K)%2
Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.4. (10°)* Pour n € N*, on note U, 'ensemble des polyndmes complexes unitaires de degré inférieur ou égal a n. Montrer
que

inf( sup |P(z)|)>0.
PeUn ze€D(0,1)

Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.5. (I15’)** Soit'application N :R? — R, définie par

N(x,y)= sup |x+tyl.
te[0,1]

(a) Montrer que N est une norme sur R?. Représenter sa sphére unité.
(b) Déterminer des constantes optimales (a, b) € ([R{j)2 telles que aN < N' < bN pour N’ = ||.|| 0.

Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.6. (10’)** Pour tout (x, y) € (E\ {0h2, montrer que

1 I x ¥ Il
Ix =yl = = max(lxll, 1Y) y— — 2.
=3 YO T

Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.7. (20’)** Soient (a,b) € E?, (r,s) € ([R{j)z, A € K*. Montrer les propriétés suivantes.
(a) AB(a,r) = B(Aa,|A|r).
(b) Bla,r)NB(b,s) # @ < Whi—-b| <r+s.
(c)Bla+b,r+s)=B(a,r)+Bb,s).
(d) B(a,r) =B(b,s) < a=betr=s.

Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.8. (15')** Soient E = 24([0,1],R) muni de la norme |||« et A = €([0,1],R). On définit f € E par f(x) =1si x €
f(x) =0 sinon. Déterminer d(f, A).
Enoncé détaillé - Corrigé

1
0,—| et
2

E-1.9. (15’)*** Soit (n, p) € (N*)2. On munit R” de sa norme co canonique notée ||, et on considere (x1,...,Xp) € (R™P. Montrer

que
I I

p
Y lxill<2n sup 0 xil.
i=1 JellLplnies

Enoncé détaillé - Corrigé
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Bornes inférieure et supérieure

E-1.10. (5")* A et B sont deux parties non vides et majorées de R. On note A+ B 'ensemble
A+B={x€eR, 3(a,b)e Ax B, x=a+ b}.

Montrer que A+ B admet une borne supérieure et la déterminer.
Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.11. (10’)** Donner la valeur de inf sup|sin(na)l.
a€l0,7[ peN

Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.12. (N’)*** Pour tout n € N*, on note d, la distance de l'origine O du plan au graphe de la fonction f : x — cos” x. Etudier
la convergence de (d,) ,en et en donner un équivalent.

Enoncé détaillé - Corrigé
Suites de réels

E-1.13. (I10’)* Moyenne arithmético-géométrique. Soit (a,b) € R%,0<a<b.Onpose ug=a, vo=Db, Upi1 = /UnVp €t Upy1 =
Up+ vy I
———— pour tout 7 € N. Montrer que u et v ont une limite commune.

Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.14. (10’)* Etudier le sens de variation de la suite de terme général (u,),en+ dans chacun des cas ci-dessous.

@ u _lil (b){ uy=0
- Up+1 =VUup+n -’

Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.15.(10’)* Soita € R\ nZ.

(a) Montrer que (sin(na)) zen €t (cos(na)) ,en sont toutes les deux divergentes.
(b) Montrer que (tan n) ;¢ diverge.

Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.16. (5")* Soit u € NV injective. Déterminer lim .
—+00

Enoncé détaillé - Corrigé
2y s . ., % 71 o] 1
E-1.17. (10’)** Irrationalité dee. Pour n € N*, on pose u, = Z —etv, = —+—.
= k! ook nnl
(@) Que peut-on direde u et v?
(b) En admettant que nhIP u, = e, en déduire que e ¢ Q.
—+00

Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.18. (15’)** Soit u une suite a termes strictement positifs.
(a) On suppose que ,}im Yuy, =¢ €RuU{+oo}. Montrerque ¢ <1 =limu=0et¢>1=limu=+oo.
—00

Un+1

(b) Montrer que si nlim =/, alors ,}im Y/u, = ¢. Ftudier la réciproque.
—00 —00

Un
Enoncé détaillé - Corrigé

fn)

E-1.19. (I5")*** Soit f:N* — N* une bijection de N* sur lui-méme. On suppose que nlerooT existe et vaut £. Donner la
valeur de 4.

Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.20. (30’)*** Densité d'une partie deN. Soit AcN. On dit que A posséde une densité si

A
5(A)= lim Card(An [0, n])
n—+0o n+1

existe, 6 (A) étant alors la densité de A.
(a) Quelle est la densité de aN pour a e N* 2 De {a”,n e N} pour ae N, a=2?
(b) Donner un exemple de partie de N qui n’a pas de densité.
(c) Soient A et B sont deux parties disjointes de N ayant une densité. Que peut-on dire de Au B?

(d) Soit u € [R{'J\r‘ majorée. Montrer 'équivalence entre
1 n
i) lim ai =0.
@ n—+oop+1 kgo k
(ii) Il existe A =N de densité égale a 1 telle que nhIP u, =0.
—+00

neA

Enoncé détaillé - Corrigé



E-1.21. (10’)*** Suites sous-additives, suite. Cet exercice prolonge celui sur le lemme de Fekete vu en TD. Soit u € (R*)V telle que
n

u
pour tout (1, p) € N?, upp < up + up. Montrer que u, < Tk pour tout 1 € N*.
k=1

Enoncé détaillé - Corrigé
Relations de comparaison, développements limités et asymptotiques

E-1.22. (20’)** Soit n € N.
(a) Montrer que I'équation x = nln x posséde deux solutions u, < v, sur R} pour n assez grand.
(b) Montrer que v, e nlnn.
(o0}

—+

1 3 1
(c) Montrer que u, =1+ —+ ~—+0 —2) quand # tend vers l'infini.
n n

2n
Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.23. (10’)** Soit ke N.
7 12
(a) Montrer qu'’il existe un unique xj € ] km— > km+ 5 [ tel que tan xi = xy.
1
(b) Donner un développement aymptotique a la précision o (ﬁ) de xi lorsque k tend vers I'infini.

Enoncé détaillé - Corrigé

Suites récurrentes de réels ou de complexes

1 ,
E-1.24. (15’)** Soit u € CN définie parypeCet upy = E(un + |u,|) pour tout n € N. Etudier la nature de u.

Enoncé détaillé - Corrigé

Suites d’'un espace vectoriel normé, suites extraites, valeurs d’adhérence

E-1.25. (20’)** Théoréme de Cesaro. Soit (1) nen+ € EN une suite convergente et ¢ sa limite. On pose v, = — Z Uy pour tout
n
k=1
neN*.
(a) Montrer que v converge vers £.
(b) Etudier la réciproque de ce résultat.
(c) Etudier la réciproque de ce résultat lorsque u est a valeurs réelles et croissante.

Enoncé détaillé - Corrigé
2 k% . 2 . . . .
E-1.26. (10’)** Soit (”n,p)(n,p)eNZ € EN telle que pour tout neN, ¢, = pglllm Uun,p existe dans E, et telle que £ = nl—l»IPoogn existe
dans E. Montrer qu’il existe une extraction ¢ : N — N telle que uy, () converge vers £.
Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.27. (15’)** Soit (u,) nen une suite réelle bornée vérifiant pour tout n € N*

1
Un < E(un—l + Un+1).

Montrer que u converge.
Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.28. (15’)** Lemme des pics.

(a) Montrer que toute suite réelle posseéde une sous-suite monotone.
(b) Donner une nouvelle démonstration du théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.29. (20’)*** Soient f:[0,1] — [0,1] continue, et u € [0, 1N définie par ug € [0,1] et u,4+1 = f(uy,) pour tout n € N. Montrer
que si nhIP Un+1 — Up = 0, alors u est convergente.
—+00

Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.30. (N’)*** Soit (ay, by) € R? tels que 0 < ag < by < 1. Pour tout 7 € N, on pose

1 1
Anil =f min(x, b,)dx ; bns1 =f max(x, a,)dx.
0 0

Etudier les suites a et b.

Enoncé détaillé - Corrigé



Suites de Cauchy, complétude

La suite (u,) en € EN est une suite de Cauchy si et seulement si elle vérifie la propriété suivante
Ve>0,3ng eN,Y(p,g) eEN?, p=qg=ny=> d(up, ug) <e.

Un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E.

En préalable a tous les exercices ci-dessous, il est nécessaire d'aborder l'exercice correspondant de votre feuille de TD, qui montre la
complétude de R, puis celle de tout espace vectoriel normé de dimension finie.

E-1.31.(5’)* Soient E un espace vectoriel normé et (u, v) € (EN)? deux suites telles que lirP |t — vyl = 0. Montrer que si u est
n—+o0o
de Cauchy, alors v est de Cauchy.
Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.32. (5")* Montrer directement que toute suite de Cauchy d’entiers relatifs est convergente sans utiliser la complétude de R.
Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.33. (5')** Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et u € EV une suite telle que pour tout n € N
lune1 —unll < on
(a) Montrer que u est convergente.

2

1
(b) Application : montrer que la suite définie par la relation de récurrence uy = 1 et pour tout n € N, U471 = Uy + zﬂ_ est
ul’l

convergente.
Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.34. (10’)** Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que E est complet si et seulement si toute suite (x;) sen € EN vérifiant
1
1 Xp+1 — Xpll < o0 pour tout n € N est convergente dans E.
Enoncé détaillé - Corrigé

E-1.35. (10’)** Soit pour tout n € N*

un:\/1+\/2+\/...+\/ﬁ.

Montrer que u converge.
Enoncé détaillé - Corrigé

+00
E-1.36. (10’)** Un espace vectoriel normé non complet. Soit E = C[X]. AP= Z aka € E, on associe || P|| = rlzl?’l\lxldkL
k=0 €

(a) Montrer que |.|| est une norme sur E.
n Xk
(b) Montrer que la suite définie pour n € N par P, = Z % est de Cauchy.
k=0
(c) (Pp)nen est-elle convergente?

Enoncé détaillé - Corrigé

1 n
E-1.37. (15’)*** Soit u € EN une suite de Cauchy. Montrer que v définie pour tout 7 € N par v, = n+l Z uy est de Cauchy.
n+li=o

Enoncé détaillé - Corrigé
E-1.38. (25’)*** Nombre de rotation d’'un homéomorphisme du cerle. Soit F une application continue de R dans R, strictement

croissante et telle que F — idg soit périodique de période 1. On note F”" = Fo...o F (n fois) pour n € N*.
n n

existe, alors lim
n—o00

(a) Montrer que s'il existe £ € R tel que p = lim existe et vaut p pour tout u € R.
n—oo

n

(b) On suppose qu’il existe x € R et (m, k) € N* x Z tel que F™(x) = x+ k. Montrer que p = lim

existe pour tout r € R et
n—oo

vaut —.

m
(c) Montrer, en toute généralité, que

= lim
P n—oo n

existe et est indépendante de f € R.

Si l'on pose f : t — e alors on constate que f est une bijection bi-continue de U sur U (un homéomorphisme du cercle). p

représente alors la « rotation moyenne » subie par les points de U lorsqu’on applique f, d’'oit son nom de « nombre de rotation ».
Enoncé détaillé - Corrigé



1. Espaces vectoriels normés - Exercices (énoncés détaillés)
E désigne un espace vectoriel normé. Sauf mention explicite, sa norme sera notée ||.|| et la distance associée d.

Normes, équivalence

E-1.1. (5")* Soit (x,y,2) € E3 tel que x+y+z=0.
(a) Montrer que |[x—yll+lly—zll =3l yl.
(b) Montrer que

3
lx=yl+lly-zl+lz-xll = E(lell +lyl+1zl).
Enoncé non détaillé - Corrigé

Ix—yll

E-1.2. (10))* Soitd: (x,y) — définie sur E2.
L+ lx-yl

(a) Montrer que d est une distance sur E. Pour I'inégalité triangulaire, on pourra remarquer que x — Tox est croissante.
+x
(b) Montrer que d n'est associée a aucune norme (on s’intéressera en particulier a '’homogénéité).

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.3. (5")* Soit n = 2. Montrer qu'il n’existe pas de norme |.|| sur .4, (K) vérifiant | AB|| = || All || B]| pour tout (A, B) € M ([K)2.
On cherchera un contre-exemple avec la matrice nulle.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.4.(10’)* Pour n € N*, on note U, 'ensemble des polyndmes complexes unitaires de degré inférieur ou égal a n.

(a) Montrer que P — ||P|| = sup |P(z)|estune norme sur R, [X].
zeD(0,1)
(b) En introduisant une seconde norme bien choisie, montrer que

inf( sup |P(z)|)>0.
PeUn |\ 2eD0,1)

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.5. (I15’)** Soit'application N :R* — R, définie par

N(x,y)= sup |x+ tyl.
te[0,1]

(a) Montrer que N est une norme sur R2. Pour x = 0, tracer I'allure du graphe de t — |x + ty| selon les valeurs de y, pour en
déduire la valeur explicite de N(x, y), puis représenter la sphere unité de N.

(b) A I'aide d’un raisonnement graphique, déterminer des constantes optimales (a, b) € ([R?j‘r)2 telles que aN < N’ < bN pour
N =l loo-

Enoncé non détaillé - Corrigé

-1.6. o1t (x, € . On suppose par exemple que || x| < , et on considere x' = —-X.
E-1.6. (10" Soit (x,) € (E\ [0))%. On suppose par exemple que l.x/| < I dere ' = 121

x|l
(a) Représenter x, x’ et y sur le méme dessin.
(b) Montrer que
=yl > = max(lxl, | ||)H * _Y H
yi=3 deded IETRET]

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.7. (20’)** Soient (a,b) € E?, (r,s) € ([R{j)z, A € K*. Montrer les propriétés suivantes.

(@) AB(a,r) = B(Aa,|A|r).

(b) Bla,r)nB(b,s) # @ <= lla— bl <r+s. Pour la réciproque, faire un dessin en choisissant un point ¢ judicieux du segment
[a, b].

(c) Bla+b,r +s) = B(a,r) + B(b,s). Pour I'inclusion droite-gauche, on considérera x € B(a+ b,r +s), et (u, v) tels que u € [0, r|,
vel0,s[etu+v=|x—a->b|.

(d) B(a,r) = B(b,s) <= a=betr=s.0npourraraisonner par 'absurde en considérant séparément les cas r < set a # b.

Enoncé non détaillé — Corrigé



1
E-1.8. (15')** Soient E = 24([0,1],R) muni de la norme |||« et A = ¥6([0,1],R). On définit f € E par f(x) =1si x€ |0, > et

f(x) =0 sinon.
1
(a) Montrer que d(f, A) < >
1 1 1
(b) Soit g € A. En considérant la valeur de g en X montrer que d(f,g) = X puis que d(f, A) = >

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.9. (15’)*** Soit (n, p) € (N*)2. On munit R” de sa norme co canonique notée ||, et on considere (x1,...,Xp) € (R™P. Montrer
que

p
Y llxill<2n sup
i=1 Je[Lpll

PREY

i€e]

On pourra répartir les vecteurs (xi, ..., Xp) en les regroupant selon le plus petit indice ot ils atteignent leur norme oo, et le signe
de la coordonnée correspondante.

Enoncé non détaillé - Corrigé
Bornes inférieure et supérieure

E-1.10. (5")* Aet B sont deux parties non vides et majorées de R. On note A+ B I'’ensemble
A+B={x€eR, 3(a,b)e Ax B, x=a+ b}.

Montrer que A+ B est majorée et que sup(A+ B) =sup A+supB.

Enoncé non détaillé - Corrigé

3 T 271
E-1.11. (10’)** Montrer que inf sup|sin(na)|= \/—— On regardera le sinus des multiples successifs de a ¢ { - —}
a€l0,7] peN 2 3 3

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.12. (N’)*** Pour tout n € N*, on note d, la distance de I'origine O du plan au graphe de la fonction f : x — cos” x.
1 1
() Justifier que d, < { [ —= +cos?” —.
\/ﬁ ns
(b) Montrer que d,, est atteint en un point x, de ]0, 1[ vérifiant I'équation x,, = nsin x,, cos>” ! x,,.
(c) Donner un équivalent de d,, quand »n tend vers 'infini.

Enoncé non détaillé - Corrigé
Suites de réels

E-1.13. (I10’)* Moyenne arithmético-géométrique. Soit (a,b) € R%, 0<a<b.On pose uy =a, vo = b, Up+1 =/ UnVp €t Uy =
Up+0
— " pour tout n € N. Montrer que u et v sont adjacentes.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.14. (10’)* FEtudier le sens de variation de la suite de terme général (1) ,en+ dans chacun des cas ci-dessous.
n

(@ u, =— Z —. On factorisera judicieusement ;41 — uy,.
n =1

(by{ =0 On évaluera 2 | — 12

N évaluera u;, | — uy,.

Up+1 =
Enoncé non détaillé - Corrigé
E-1.15. (10’)* Soita e R\7nZ.
(a) Montrer que (sin(na)) ,en converge si et seulement si (cos(na)) ,en converge.

(b) Al'aide de formules de trigonométrie, montrer qu’elles sont toutes les deux divergentes.
(c) Montrer que (tan i) ey diverge.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.16. (5)* Soit u e NN injective. En revenant a la définition, montrer que lirP Uy = +00.
n—+o00

Enoncé non détaillé — Corrigé



2k k . ol 2 * n l L l 1
E-1.17. (10’)** Irrationalité dee. Pour n € N*, onpose u, = ) —etv,= ) —+—.
o k! ik nnl

(a) Montrer que u et v sont adjacentes.

2 9z

(b) On admet que liIP u, = e et on suppose que cette quantité s’écrit p avec (p, q) € (N*)2. A 'aide d'un encadrement obtenu
n—+oo

par la question précédente, aboutir a une contradiction. On a ainsi prouvé quee ¢ Q.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.18. (15’)** Soit u une suite a termes strictement positifs.
(a) On suppose que ’}im Vup =0 eRU{+oo}. Montrer que £ <1=limu=0et ¢ > 1= limu = +oo. On reviendra a la définition
—00

«avec des € » afin de comparer u a une suite géométrique.

7]
(b) Montrer que si hm *+1

=/, alors lim {/u, =¢.O0n distinguera les cas ¢ =0, ¢ = +00, et les autres. Ftudier la réciproque.
—00 Uy n—oo

Enoncé non détaillé - Corrigé

n
E-1.19. (15)*** Soit f:N* — N* une bijection de N* sur lui-méme. On suppose que nlirP fm existe et vaut £.
oS

(@) Que peut-on dire de ’ensemble des entiers naturels 7 tels que f(n) < n?
(b) Montrer que ¢ = 1.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.20. (30’)*** Densité d'une partie deN. Soit A< N. On dit que A posséde une densité si

Card(AnN o,
S(A) = lim ArdAnlo nh
n—-+o0o n+1
existe, 6 (A) étant alors la densité de A.
1
(a) Montrer que la densité de aN pour a € N* est égale a —, puis que celle de {a”,n € N} pour a€ N, a = 2 est égale a 0.
a

(b) Montrer que A= | J [[22”,22’“rl —1]] n’a pas de densité.
neN
(c) Montrer que si A et B sont deux parties disjointes de N ayant une densité, alors AUB possede une densité, égale a 6 (A)+6(B).

Soit u € R majorée Le but de la suite est de démontrer I'équivalence entre les deux propositions suivantes.

0 i ok
(i) Il existe A c N de densité égale a 1 telle que nliIP u, =0.
—+00

neA
(d) On suppose (ii). Justifier sommairement qu’il existe ¢ : N — N strictement croissante et parcourant exactement I'ensemble

des éléments de A, et vérifiant liIP Upm = 0. En traduisant cette propriété avec des ¢ et en coupant en trois la quantité
n—+o0o
1 n

> uy, montrer (i).
n+l =0
1
(e) Onpose S;, = — Z uy pour tout n € N. Justifier I'existence de a, = sup S, et donner sa limite quand 7 tend vers I'infini,

+1 >
k=0 p=n
puis montrer que B ={neN,u, = ,/a,} est de densité nulle. Conclure.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.21. (10’)*** Suites sous-additives, suite. Cet exercice prolonge celui sur le lemme de Fekete vu en TD. Soit u € (R*)N telle

n
u . .
que pour tout (n, p) € N?, Uy p S Uy + Up. Montrer que u, < Z Tk pour tout n € N*. On pourra faire une récurrence forte en
k=1

kay

u
sommant toutes les relations u; < 7[
r=1

Enoncé non détaillé - Corrigé
Relations de comparaison, développements limités et asymptotiques

E-1.22. (20’)** Soit neN.
(a) Montrer que I'équation x = nln x posseéde deux solutions u, < v, sur R} pour n assez grand.
(b) Montrer que lirP v, = +00, eten déduire que v, ~ nlnn.
n—+oo

n—+oo

1 3
(c) Montrer que 1 < u, < e pour tout n € N tel que u;, est défini, puis que u, =1+ —+ I +0
n

1
e ) quand 7 tend vers l'infini.

Enoncé non détaillé — Corrigé



E-1.23. (10’)** Soit k € N. . T
(a) Montrer qu’il existe un unique xj € | kx — > km+ > tel que tan xy = x.

T 1 1 (1)
Xp=km+—-—— +0 .

(b) Montrer que
+ [ R
2 km o 2mk? k2
1 =n
On pourra utiliser la relation usuelle Arctan x + Arctan — = ) pour tout x > 0.
X

Enoncé non détaillé - Corrigé

Suites récurrentes de réels ou de complexes

1
E-1.24. (15)** Soit u € CN définie par up e C et up4y = E(u" + |uy,|) pour tout n € N. Expliciter le module et 'argument de u, et
en déduire la nature de u.

Enoncé non détaillé - Corrigé

Suites d’'un espace vectoriel normé, suites extraites, valeurs d’adhérence

* 1 n
E-1.25. (20’)** Théoréme de Cesaro. Soit (1,) nen € EN une suite convergente et ¢ sa limite. On pose v, = — Z Uy pour tout
n
k=1

neN*.
n

(a) Montrer que v converge vers £. On pourra commencer par étudier le cas ¢ = 0, et couper en deux la quantité — Z Uk
n
k=1
(b) Etudier la réciproque de ce résultat.
(c) Montrer la réciproque de ce résultat lorsque u est a valeurs réelles et croissante.

Enoncé non détaillé - Corrigé

) . N2 _ . . _ . .
E-1.26. (10")** Soit (Un,p) (s, pene € E telle que pour tout n €N, £, = pl_lLI_loo Un,p existe dans E, et telle que £ = nl_lgl@& existe
dans E. Montrer qu’il existe une extraction ¢ : N — N telle que uy, o) converge vers £. On pourra revenir a la définition de la
convergence de (uy,p) pen Vers £, et introduire une « suite de € ».

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.27. (15’)** Soit (u#,) nen une suite réelle bornée vérifiant pour tout n € N*
1
Up < E(un—l + Up+1).

Soit v € RN définie pour tout n € N par v, = Up41 — Up
(a) Montrer que v est croissante.
(b) Montrer que u est décroissante, puis qu’elle est convergente.

Enoncé non détaillé - Corrigé
E-1.28. (15’)** Lemme des pics.

(a) Montrer que toute suite réelle possede une sous-suite monotone. On pourra considérer A={neN,Vp = n, up < uy}.
(b) Donner une nouvelle démonstration du théoréme de Bolzano-Weierstrass.

Enoncé non détaillé - Corrigé
E-1.29. (20’)*** Soient f:[0,1] — [0,1] continue, et u € [0, 1]N définie par up € [0,1] et u,+1 = f(uy) pour tout 7 € N. On suppose
que lim wuy41 —u, =0.
n—+oo
(a) Justifier que si u n’est pas convergente, alors elle posséde au moins deux valeurs d’adhérence a < b.
(b) Montrer que u est convergente. On pourra utiliser (voir TD) le fait que 'hypothése nlirP Up+1 — Uy = 0 entraine que 'en-
—+00

semble des valeurs d’adhérence de u est un intervalle.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.30. (N’)*** Soit (ag, by) € R? tels que 0 < agp < by < 1. Pour tout n €N, on pose
1 1
ap+1 = f min(x, b,)dx ; bn+1 =f max(x, a,)dx.
0 0

1-(1-by)? 1+a?
(a) Montrer que a1 = M, Dps1 = n

pour tout n € N.

(b) En posant ¢, = 1 - by, pour tout n € N, étudier les suites (d4,+p) nen €t (Can+p) nen pour p € [0,3]. En déduire les limites de a
et b.

Enoncé non détaillé — Corrigé



Suites de Cauchy, complétude

La suite (1) nen € EN est une suite de Cauchy si et seulement si elle vérifie la propriété suivante
Ve>0,3nyeN,Y(p,q) € Nz,p =q=ng=> d(up, ug) <€

Un espace vectoriel normé est complet si et seulement si toute suite de Cauchy de E est convergente dans E.

En préalable a tous les exercices ci-dessous, il est nécessaire d'aborder l'exercice correspondant de votre feuille de TD, qui montre la
complétude deR, puis celle de tout espace vectoriel normé de dimension finie.

E-1.31.(5’)* Soient E un espace vectoriel normé et (u, v) € (EN)? deux suites telles que lirP |t — vyl = 0. Montrer que si u est
n—+o0o
de Cauchy, alors v est de Cauchy. On utilisera a bon escient I'inégalité triangulaire.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.32. (5")* En choisissant bien € dans la définition d'une suite de Cauchy, montrer directement que toute suite de Cauchy
d’entiers relatifs est convergente sans utiliser la complétude de R.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.33. (5")**
Soient E un espace vectoriel normé de dimension finie et u € E™ une suite telle que pour tout n € N

1
lunt1 — unll < 2_n
(a) Montrer que u est une suite de Cauchy. En déduire qu’elle est convergente.

1
(b) Application : montrer que la suite définie par la relation de récurrence vy = 1 et pour tout n € N, U471 = Uy + zn—z est
ul’l
convergente.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.34. (10")** Soit E un espace vectoriel normé. Montrer que E est complet si et seulement si toute suite (x,) ,en € E" vérifiant
1 Xne1 — Xnll < —, pour tout n € N est convergente dans E. Pour la réciproque, on raisonnera par ’absurde et on extraiera une
sous-suite d'une suite de Cauchy divergente.

Enoncé non détaillé - Corrigé

E-1.35. (10’)** Soit pour tout n € N*

unz\/1+\/2+\/...+\/ﬁ.

vn+1 .
pour tout n € N, puis que u converge.

2ny/nl

Enoncé non détaillé - Corrigé

Montrer que uy+1 — Uy <

E-1.36. (10’)** Un espace vectoriel normé non complet. Soit E = C[X]. AP= io aka € E, on associe || P|| = rlrclee’Lleakl.

(a) Montrer que |.|| est une norme sur E. =0

(b) Montrer que la suite définie pour n € N par P, = i )2(—: est de Cauchy.

(c) Montrer que (P,) nen est divergente en introduis];:r;)t le degré d de sa limite Q éventuelle et en considérant || P, — Q| pour
n> d. Conclure.

Enoncé non détaillé - Corrigé

1 n
E-1.37. (I5")*** Soit u € EN une suite de Cauchy. Montrer que v définie pour tout n € N par v, = 1 Z uy est de Cauchy.
n
k=0
Pour € > 0 et np correspondant, on pourra constater que les moyennes a partir du rang ny sont proches de u,,, et injecter u,,

dans ||vy — vgll pour p et g assez grands.

Enoncé non détaillé — Corrigé
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E-1.38. (25’)*** Nombre de rotation d’'un homéomorphisme du cerle. Soit F une application continue de R dans R, strictement

croissante et telle que F — idg soit périodique de période 1. On note F”" = Fo...o F (n fois) pour n € N*.
n

(a) Montrer que pour tout (x, y) € R2, |x— yl<1=|F(x)-F()| < 1. En déduire que s’il existe t e R tel que p = nlim existe,
—00

n

alors lim

| existe et vaut p pour tout u € R.
—00

n

(b) On suppose qu’il existe x € R et (m, k) € N* x Z tel que F™(x) = x+ k. Montrer que p = lim

existe pour tout r € R et
n—oo
vaut —. On effectuera la division euclidienne d’'un entier n donné par m.

m
(c) Montrer, en toute généralité, que
F(1)

n—oo n

existe et est indépendante de ¢ € R. On montrera que la suite ( ) est une suite de Cauchy.
neN*

n

Si l'on pose f : t — e alors on constate que f est une bijection bi-continue de U sur U (un homéomorphisme du cercle). p
représente alors la « rotation moyenne » subie par les points de U lorsqu’on applique f, d’'oit son nom de « nombre de rotation ».

Enoncé non détaillé - Corrigé



1. Espaces vectoriels normés - Exercices (corrigés)
Normes, équivalence

E-1.1. On a d'une part
lx=yl+ly-zlzllx-y)-(y-21=lx+z-2yl =3yl
en utilisant x + z = —y, et de méme
lx—yll+llz— x| =3lxl
ly—zll+lz— x| =3zl

ce qui donne en sommant
2(lx =yl +1ly =zl +llz—xI) =3l xll + 1yl + 1 zl})

comme voulu en divisant par 2.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

lx =yl

E-1.2. (a) Pour tout (x,y) € EZ, il est clair que d(x,y) =d(y,x). Sid(x,y) =0, alors T+ i
xX=y

=0donc |[x—yll=0etx=y.La
réciproque est immeédiate.

x
On montre par une étude facile que f: x — Tox est croissante sur R, . Pour tout (x, y, z) € E3, comme
b

[x=yl<llx-zl+ly-zl

il vient
lx—yl < lx—zl+lly—=zl lx—zll N ly -zl - lx—zll N ly -zl
I+llx=yl 1+lx—zl+lly—zll 1+lx-zl+lly—-=zl 1+lx-zl+lly—zl 1+lx-z| 1+ly-zl

c’est-a-dire
d(x,y) sd(x,2) +d(y,2)

et d est bien une distance sur &.
(b) Si d était associé a une norme, celle-ci serait

X
N:x—d(x,0) = Il .
L+ |lx]l
Or, pour x € E de norme 1, on a par exemple
N =22 ok
1+2x| 3

si bien que N n’étant pas homogeéne, n’est pas une norme.
Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé
E-1.3. Soient A= Ej, et B = Ej >, alors AB =0 si bien que 0 = || AB|| # || All | Bll > 0 pour tout norme ||.|| puisque A et B ne sont
pas nulles.
Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé
E-1.4. Lapplication P — || P|| = sup |P(z)| est une norme sur C,[X] : homogénéité et inégalité triangulaire découlent directe-
zeD(0,1
ment des propriétés de la norme oo su; <€)(5(0, 1),C), etsi Pe Cnn[X] vérifie || P|| = 0, alors P(z) = 0 pour tout z € D(0,1) etdonc P =0

car il possede une infinité de racines. De méme, si on note P = Z ap X kla décomposition de P € C,[X] sur la base canonique, I'ap-
k=0
plication P — ||P| . = mkax |ay| est également une norme sur C,[X]. Comme C,[X] est de dimension finie, elles sont équivalentes,
0<sksn

et en particulier, il existe b > 0 tel que pour tout P € C,[X], ||P|| = b| P|,.

Si P € Uy, alors P possede en particulier un coefficient égal a 1, et donc || P|| = 1. On a donc

IPll= sup [P(2)|=bl|Plc=b
z€D(0,1)

pour tout P € Uy, puis inf ( sup |P(z) I) = b > 0 par passage a la borne inférieure.
" \zeD(0,1)

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
E-1.5. (a) * Séparation. Soit (x, y) € R? tel que N(x,y) =0. On a alors x+ ty = 0 pour tout ¢ € [0, 1]. Le polynéme x + Xy a donc

une infinité de racines et est nul, et donc ses coefficients x et y sont nuls.
* Homogénéité. Par homogénéité de la borne supérieure, on a pour tout (x, y) € R? et tout A € R

NQA(x,y)) = sup |Ax+tAy| = sup |Allx+tyl=|Al sup |x+ty| =|AIN(x,y).
£€[0,1] £€[0,1] £€[0,1]
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* Inégalité triangulaire. Soit (x, y,x',y') € R*. Pour tout ¢ € [0,1]
[(x+x)+t(y+ YN <|x+tyl+|x' + 1y | <N, y) + NG, y)

si bien que
N(x, )+, y)=Nx+x,y+y)<Nxy) + NX,y)

par passage a la borne supérieure.
N est donc bien une norme sur R? : représentons sa sphere unité. Par symétrie, on étudie le cas x = 0. On trace I'allure du graphe

de t— |x+ ty| selon les valeurs de y.
* Si y 20, on obtient N(x,y) = x+y.

D

*S5i0>y=-xou—-x>y=-2x,onaN(x,y)=x.

1+ 1+
x
\ X
x+y \/x+y

* Si —2x > y, il vient enfin N(x,y) = -x—y.

P
P

[«=) =
T —
H<
=
|
<

On obtient le dessin suivant pour la boule unité de N.
2 |

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
. . A . Iyl
E-1.6. Supposons par exemple que || x|| < || y|l. Soit x le vecteur porté par x de méme norme que y, autrement dit x’ = _"y" X.
X
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Par inégalité triangulaire

Iyl Iyl
AL H YL q| el + =yl = 1yl = Il + 1=yl <20x -yl

1
llx I| Il

par la seconde innégalité triangulaire. En factorisant a gauche par || y|| = max([| x|, | ¥l), on obtient

Ix' =yl <lx' = xll+llx-yl < ”

X

20x—yl
Il Y

max(|lx[l, I yIl)

comme voulu. Le cas || y|l < || x|l est symétrique.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

X
E-1.7. (a) x€ AB(a,r) si et seulement si 1 € B(a,r), c'est-a-dire

”%—a” <r < |lx-Aal <|Ar

etdonc AB(a,r) = B(Aa,|A|r).
(b) Si B(a,r)nB(b,s) # @, il existe c € B(a,r) n B(b, s) et donc

la=bl<l|la—cl+llc=b|l<r+s.

. . s r
Réciproquement, si ||a— b|| < r + s, alors en prenant c= ——a+ ——»b,ona
r+s r+s

r
= la—bll<r
r+s

s r
Ha—c"z“a— a+ b”
r+s r+s

donc ce B(a,r), et ce B(b, s) de méme.

/)
N

(c)Sixe B(a,r)+ B(b,s), il existe y € B(a,r) et z€ B(b, s) tels que x = y + z et donc
lx-—(a+b)l=ly-a+z-bl<ly-al+lz-bl<r+s

etdonc xe€ B(a+ b,r +5).
Réciproquement, soit x € B(a+ b,r + s). 1l existe (u,v) tels que u € [0,7], v € [0,s[ et u+ v =[x — a— b|. On pose alors y =
x—a—-Db

u—————etonax=y+zavec z=x—y.Dune part
lx—a-Dbl

ly—al=u<r

et d’autre part
—-a-b
x—a—b—uL” = ||x—a—b||‘1—

lz—bll =
lx—a-Dbl

. ‘
— | =Vv<S
lx—a-Dbl

de sorte que x € B(a, r) + B(b, s).s
(d) Le sens réciproque est trivial. Supposons B(a,r) = B(b, s). Si r < s, on considere un vecteur e de norme 1 quelconque, et
onpose c=b+ r_—l—se etd=b- je. D’une part, c et d sont dans B(b, s) puisque leur distance a b est r+s < s, et d’autre part,
llc—dl =r+s>2r, ce qui montre qu’ils ne sont pas dans une méme boule de rayon r, donc en particulier pas tous les deux dans
B(a,r), sibien que B(a,r) = B(b,s) = r = s par contraposée, puis r = s par symétrie des roles.
r+b-all

Si a # b, on constate que ¢ = b+ — (b — a) est dans B(b, r) mais pas dans B(a, r), et on conclut de méme.

Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé

l\JI»—A

1
E-1.8. Soit g constante sur [0,1], égale 3 a —.geAetd(f,8) == 31 bien que d(f, A) <
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1 1 1
Réciproquement, on considére ge A.Si g (5) > 2 pour tout x € 2 1|,onalf-glle =1f(x)—gx)|=]gx)| dou
. 1 1
If—8lloo= lim |g(x)|= ‘g(—) > =
x—1* 2 2

Ol[etl— (x) 1- (1)>l
"2 g -8

1 2
X=3

1 1 1
etdonc || f — glleo > E.Sig(a) < E,onademéme If—glloo=1f(x)—gx)|=1-g(x) pour x €

1 1
Finalement, d(f, A) = 3 dans tous les cas et donc d(f, A) = 3 puis I'égalité.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.9. On commence par éliminer tous les vecteurs nuls de la famille sans perte de généralité. Pour i € [[1,p]], on note x; =
(Xi,1,.-.,%i,n). On répartit ensuite les vecteurs (xi,...,Xp) en les regroupant selon le plus petit indice j € [1,n] ou ils atteignent
leur norme oo, et le signe de la coordonnée correspondante. Formellement, pour tout j € [1, n], on note K; I'ensemble de tous les
k e [[1,p] tels que llxll = xx,; et Xl > |xk¢| pour tout £ € [[1,j—1]], et de méme L; 'ensemble de tous les k € [[1, p]| tels que
Xkl = —xk,j et llxgll > |xk,¢| pour tout £ € [[1, j —1]]. On a alors

i_flllxill -y ( IETEDY xu)-

j:1 IEK] IELJ

Ayant ainsi regroupé tous les vecteurs dont la coordonnée la plus grande était située au méme indice et avec le méme signe, la plus
grande coordonnée de la somme de ces vecteurs est nécessairement toujours positionnée a cet indice, autrement dit, pour tout
jell,n]

2 Xij=

ZEK]'

D X

ZEK]'

et — Z Xij=

lELj

PIEY

l€Lj

Considérant alors celui des ensembles K; ou L; maximisant cette quantité, et en le notant J, on obtient

i_flnxinsf( )=2n

j=

D X

i€e]

+ in

i€]

> X

i€]

ce qui donne bien le résultat annoncé par passage a la borne supérieure.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

Bornes inférieure et supérieure
E-1.10. Soit x = a+ b € A+ B, alors x < sup A+ sup B. On en déduit que A+ B est majoré par sup A+ sup B, et en outre que
sup(A+B) <sup A+supB.

Pour tout € > 0, il existe (a,b) e Ax Btelquesup A—e < aetsupB—e<b,doncsup A+supB—-2¢ < a+b<sup(A+B).Onadonc
sup A +sup B < sup(A+ B) en faisant tendre € vers 0 et I'égalité.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

. Ty . m2n oy n . . V3 .
E-1.11.Si ax € ]0, E [, il existe n € N* tel que na € E’ ? : précisément, n = L?,_J + 1 convient. On a donc |sin(na)| = 7 Si
o
e . . V3 . 21 . .
a € |-,— |, on a immédiatement sup|sin(na)| = |sina| = PR Siace ?,TL’ , alors pour tout n € N, |sinnal = |sin(nw — na)| =
neN

|sinn(m — a)|, ce qui ramene au premier cas puisque 7 —«a € ]0, § [ Onadonc inf sup|sin(na)l= > et cette valeur est manifes-
a€l0,7[ peN

T
tement atteinte pour o = 5

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.12. Par parité, on a I'expression pour tout n € N

d, = inf vV x2 + cos?" x.

xeR,
En particulier d,, = 0, et
1
dp < || —=+cos?" —.
n n+
Or
on 1 1
cos”" — =exp|2nln|cos —
ns ns
et
1 1 1 1
In|cos—|=In[l+cos—~-1| ~ cos—-1 ~ ———
ni ni n—+oo ni n—+oo 2\/ﬁ
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1
n_—_ —o, Finalement, par le théoréeme d’encadrement, (d,) converge vers

. 1 )
desorteque lim 2nln|cos— |=-ocoetdonc lim cos -
n—+oo n—+oo nit

ns
0.

Soit @, : x— Vx?+cos*" x:onad, = inngtpn(x). ¢n, est continue sur R, donc elle est bornée et atteint ses bornes sur le segment
X€E

[0,1] : notons x, € [0,1] tel que @, (x,) = iftl)fl] @, (x). Comme
x€[0,

Pn(x)=Vx%+cos?x=x
on a en particulier ¢, (x) = 1 pour tout x = 1, et comme d, tend vers 0 quand n tend vers I'infini, on a
dy= inf @,(x)= inf @,(x)=@x).
xeRy x€[0,1]

Comme x, < ¢,(x,) = d, pour tout n €N, x, tend vers 0. Comme c’est un point oll ¢, qui est dérivable, atteint son minimum, on
doit avoir

n — nsin(x,) cos® 1 x,

\/ X2 + cos2" x,,

X, = nsin x, cos>™ 1 x,,.

/ X
(pn(xn) = 0 =
d’ou

Comme x;,, tend vers 0, sin x;, = et il vient
n—+oo

_ 1
cos? lx, ~ =
n—+oo n

puis par composition par le logarithme
2n-1)In(cos x,) e —Inn.
(o0}

—+
Or
2
@2n-1In(cosx,) ~ 2nln(l+cosx,—1) ~ 2n(cosx,—1) ~ —-2n-2
n—+oo n—+oo n—+oo 2
d’ou
Inn
Xp ~ —_—
n—+oo n
2n—-1 1 [REN
Enfin, on a vu que cos x, ~ —dou
n—+oo n
on 1 1
cos“"(x;) ~ —cos(xp) ~ —
n—+oo n n—+oo n

puisque cos(x,) tend vers 1, de sorte que cos®(x,,) = o(x2) et enfin

Inn
dp =\/ X% +cos?(x,) ~ \/—-
n—-+oo n

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

Suites de réels

E-1.13. Pour tout (x,y) € [R{i
X+
Wx—y7)?20 = Ty = /Xy
On en déduit que pour tout n € N
Un+1 2 Up+1

et on note qu’on sait que vy = 1. Il vient pour tout n € N

Up+1 — Up = UpVp— Up = VU (/U —Up) 20

donc u est croissante, et
Un —Un
Unt1=VUp=—7—=x0
2
si bien que v est décroissante. u est donc majorée par vy, v minorée par uy, et elles sont donc toutes les deux convergentes. En

notant ¢ =lim u et ¢' = lim v toutes deux positives, il vient

¢= lim uu.,= lim JVu,v,=vee
n—+oo n—+oo
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si bien que V¢ = /¢’ et donc ¢ = ¢' puisqu’elles sont positives. u et v sont donc adjacentes.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

] H,
E-1.14. (a) Onpose H;, = Z T pour n € N*, de sorte que u, = = Alors
k=1 n
H,.1. H, H, 1 H, 1 H, 1 1 H,
Un+l = Un = -—= t—-—= 5 = = -—.
n+1 n n+l (n+1) n (n+1) nn+l) n+l\n+1 n
. H, 1 1 o
Comme H, = 1 pour tout n € N*, on a 1 < 1 < 0etdonc u,+1 — U, <0. u est donc décroissante.
n n n n
(b) On a par récurrence facile que u;,, est bien définie et positive pour tout n € N. De plus
”iﬂ—”i: un+n—ui.
) 1+v1+4n ) 1+v1+4n , ,
Pour xeR;, —x“+x+n=0 < x < ——— . Montrons par récurrence que u,, s ————— pour tout n € N. C’est vrai pour

2
n =0 et si on suppose que c’est vrai au rang n € N fixé, alors

9 1+v1+4n+2n
Up 1 =Up+ NS ——————.
2
Or )
1+v1+4(n+1) 1+1+4n+4+2v5+4n 3+2n+v5+4n 1+V1+4n+2n 9
= = = =u,,
2 4 2 2 n
si bien que
1+v1+4(n+1)
un+1<f

par positivité de u,+;. Ceci montre '’hérédité et achéve la récurrence. On en déduit

2

Upi1—

ufl>0:>un+1>un
et u est croissante.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.15. (a) Pourtout neN
sin((n+ 1)a) = sin(na) cosa + cos(na) sina.

Si lirP sin(na) existe et vaut £, comme o € R\ 77, sina # 0 et donc
n—+o00

. 1-cosa
lim cos(na)=¢———
n—+0o sina
existe également. On montre de méme que si cos(na) converge, alors sin(na) aussi.

Supposons qu'elles convergent vers £ et ¢’ respectivement : en passant a la limite dans cos? (na) +sin?(na) = 1, il vient £2+¢”? = 1
et il existe 6 € R tel que ¢ = cosf et ¢’ =sinf. En passant a la limite dans sin((n + 1)a) = sin(na) cos a + cos(na) sin a, il vient

sinf = sinfcosa + cosfsina =sin(d + a)
et de méme
cosf =cos(0 + a)

ce qui impose a € 21 Z et est donc exclu.
(b) Supposons qu’elle converge et notons ¢ sa limite. Pour tout n€ N, on a

tan(n) +1
tann+1) = ——8m8M8 ———
1 —tan(n)tan(1)
d’ou
U+
" 1-tan()?
en faisant tendre n vers l'infini. Il vient
—tan(1)¢%> =1

b4
ce quiestabsurdecar0< 1< ) = tan(1) > 0 et donc —tan(1)#2 < 0.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.16. Pour tout A > 0, 'ensemble M4 = {k € N, k < A} est majoré par | A] et contient donc un nombre fini de termes de la suite
u : il existe donc ng € N tel que
n=nyg= uy ¢ Mx
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ou encore
n=zny>u,>A
sibien que lim u;, = +oco.
n—+oo
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.17. (a) Pourtout ne N
1

Ty
1 1 1 1 1 1 1 1
- <
(n+Dn(n+1)

=

Up+1— Un

= + _—_—= 4+ — =
n+1)! m+D+1)! nn niln+l +1D2 n

Un+1—Un
lim v,—u,= lim — =0
n—+oo n—+oo npn!
si bien que u est croissante, v décroissante et v — u tend vers 0. u et v sont donc adjacentes, de limite commune e d’apres 1'énoncé.
: p . . . )
(b) On sait que e > 0. Supposons que e = — avec (p, q) € (N*)2. La croissance de u comme la décroissance de v étant strictes,
q

on a en particulier par adjacence

Uug<e<vg
et en multipliant cette inégalité par g! > 0
a g g 1 g
> i'<(q—1)!p< > i'+—< > i'+1.
=0 k! ook g k!

q g
Comme k! divise ¢! pour tout k € [0,q]], N=)_ % est un entier naturel. On en déduit que I'entier naturel (g —1)!p est strictement
k=0 **

compris entre N et N + 1, deux entiers naturels consécutifs. Ceci est absurde, et e ¢ Q.
Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé
E-1.18. (a) Si ¢ =0, pour tout € €]0,1[, up+1 S €U, a partir d'un certain rang np € N, donc u,, < "™ u,, par une récurence

facile pour n = ny, ce qui montre que u converge vers 0 par majoration. On procede de méme si ¢ = +oo. Dans les autres cas ol
¢ # 1, on aboutit par continuité du logarithme a

1
lim —In(u,)=Inl¢) < In(u,) ~ nlnf)
—+4oon n 00

—+

n

et donc
lim In(u,;) =-oc0
n—+oo
sif<let

lim In(u;) = +oo
n—+oo

si ¢ > 1. On conclut par continuité de I'exponentielle.
(b) Si ¢ =0, il existe un rang ng € N tel que pour tout n € N, n = ng implique

Un+1
0< g <<= 0<ups+1 <€uy
Up
et donc par récurrence pour tout n = nyg
n—n,
O<up<e”™ uy,
puis
0< {u <£(un°)%
n == gn()
1 1
. uno n . . . . uno n
Comme lim |—| =1, il existe n; > ngp tel que n = n; implique (— | <2 etdonc
n—+oo\ gho gho
0< u, <2e¢.

Ceci montre que {/u, converge bien vers 0. De méme, si £ = +oo, pour tout A > 0, il existe un rang ng a partir duquel

Up+1 = Ay
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et enfin un rang n; > ng tel que n = n; implique
Ju, =

ce qui conclut. Enfin, si £ € RY, soit € €]0, ¢ : il existe un rang np € N tel que pour tout n € N, n = ny implique

ES IS

l-8up<up1s<s+euy,

puis on aboutit de méme a
1

M—QLJ@LJnsunsw+@

1
_m "
(£—gho (€+£)”0)

et on conclut de méme.
Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé

E-1.19. Supposons qu’il n’y a qu'un nombre fini de n € N* tels que f(n) < n, et soit ng le plus grand d’entre eux. Alors f(n) > n
pour tout n = ny + 1 et donc en particulier 'ensemble des antécédants de [0, g + 1] doit étre inclus dans [0, 9], ce qui est absurde
pour raisons de cardinalité.

Supposons de méme qu’il n’existe qu'un nombre fini de n € N* tels que f(n) = n, et notons ny le plus grand d’entre eux, si bien
que f(n) < n pour tout n = ng + 1. En notant n; = max(f ([0, nol)), et N = max(ng, n;) + 1, on a pour tout n € [0, N] : soit n < ng et
f(n) < n; <N, soit n> np etdonc f(n) < n< N, autrement dit f([0, N]) < [0, N — 1] ce qui est de nouveau absurde.

Il existe donc deux suites strictement croissantes (@) nen® €t (W) nen+ d’éléments de N* tels que f (@) < @, et f(v,) = v, pour
1) o\ F0n)
Pn Yn

tout n € N*. En passant a la limite dans les quotients ,on aboutit respectivementa <let/=1dou?=1.

Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé
E-1.20. (a) Pour A= aNavec aeN*, on apourtoutneN

Card(An [0, n]) = {ZJ +1 n

n—too @
. 1 N n .
de sorte que 6(A) existe et vaut §(A) = —. De méme, pour A={a”,n €N} avec a =2, on a pour tout n € N
a

Card(An[0,2]) = |1 |~ on
ard(AN [0, n]) = |log,(n) | + oo lng
si bien que 6 (A4) =0.

(b) Posons A= [ J [[2%",2*"*! —1]]. Alors pour tout n e N

neN
n k k n k 4n+1 _ 1
Card(An[[0,22"*! ~1]) = Y Card([[2,225*1 -1y = 3 45 = ———
k=0 k=0 3
et
4n+1 -1
Card(An[[0,22"2 -1])) = 3
4 S , Card(AN [0, n])
également, si bien qu’en posant u,, = i pour tout €N, on a
1 4n+1 -1 22n+2 2
Upzn1_1 = 22n+1 3 n—too 3 x 22n+1 = 3
tandis que
1 4mi-1 1
Up2n+2_1 =

22n+2 3 n—:—oo g
de sorte que (1) nen 1'a pas de limite puisqu’elle a deux valeurs d’adhérence distinctes. On en conclut que A n’a pas de densité.
(c) Si A et B sont deux parties disjointes de N ayant une densité, alors pour tout n € N

Card((Au B) N[0, n]) = Card(AN [0, n]) + Card(Bn [0, n])

si bien que AU B possede une densité, égale a 6(A) +6(B).
(d) Supposons (i), et posons B = A°. Remarquons que §(A) = 1 implique que A est infini : il existe alors ¢ : N — N strictement
croissante et parcourant exactement ’ensemble des éléments de A, et vérifiant donc
nl—lgloo Ug(n = 0.
Pour tout € > 0, il existe ny € N tel que
n=ng= Upmn) SE.
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Pour n = ¢(np), on a alors

S Y S owmr Y
Up + Up +—— Ug.
T n+ 1 =0 n+1 k=g(n0) n+1 k=g (o)
keA kgA
1 @(ng)—1
Le premier terme tend vers 0 quand n tend vers I'infini et il existe donc n; e Ntel que n = n; > 1 Z Uy < €. Par définition de
n
k=0
no
1 L 1 n
Y < e<e
R ) N1 olng
keA keA
et enfin
1 L Card BN [0, n]
1 Mk<7lllulloon__—+;o5(3)-
n+1 ot n+
kgA
1
Or, 6(AUB)=6(A)+0(B) =0(N) =1, donc 6(B) =0 et il existe n, € N tel que n = ny > Z Uy < €. Pour n = max(ng, ny, np),
n+1 k=¢(ng)
kgA
on a donc
1 n
0< up <3¢
n+1 kg’o k

ce qui montre bien que

Supposons (i). Pour tout n € N, on pose

qui tend vers 0 quand 7 tend vers I'infini. On peut alors poser pour tout n € N

ay=supSy,
p=n

qui tend également vers 0 quand » tend vers l'infini : le but est de définir une partie B de N regroupant les indices 7 tels que u,, soit
beaucoup plus grand que a,, : on pose précisément

B={neNu,=Va,}

et A= B€. 1l est clair que

puisque u, < \/a, pour tout n € A. Montrons que §(B) =0: pour tout ne N

1 & 1 & 1 Van Card(Bm[[O,n]])
Uy = Uy = Va =yVay———
n+1,§0 k n+1,§0 k n+1kz::0 n+1Z n+1
keB keB keB

et donc

Card(Bn [0, n]) 1 1
< S, < =/
N+l Vi S Jay T ven

de sorte que §(B) existe et vaut bien 0. On a alors §(A) = §(N) —§(B) = 1 comme voulu.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.21. On raisonne par récurrence forte, la propriété étant évidente pour n = 1. Supposons la propriété vraie jusqu’au rang n

k
u . SR TP . .
avec n=1. On aalors uy < Z 7[ pour tout k € [1, n] d’ou par sommation de toutes ces inégalités puis permutation de sommes
/=1

n+1-¢

ug—(n+l)Z——Zug

n n
On en tire, en notant que Z Uy = Z Upil—k
/=1 k=1

n

u & n n
(n+1) Z va = Z U + Z Upt1-k = ) Uk + Upp1-k) = Z Un+1 = NlUp+1.
=1 k=1 =1 =1 =
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En ajoutant u,; des deux cotés et en divisant par n + 1, il vient bien

n+l1
= Up+1

Ue
[lé

ce qui clot la récurrence.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

Relations de comparaison, développements limités et asymptotiques

E-1.22. (a) Pour n €N, onpose fy : x — x— nln x qui est définie sur R* et de classe C', avec

n
/.
fn.le—;.

frn estdonc décroissante sur ]0, n] puis croissante sur [7, +oo[. De plus, f,(n) = n(1-Inn) <0des que n > e donc n = 3. On en déduit

que f, sannule en deux points u,, €10, n[ et v, €]n, +oo[ dés que n = 3.
(b) On a v, > n pour tout n = 3 avec ce qui précéde d'ott lim v, =+oo.On a en outre
n—+oo

v, =nlnv,
d’ouIn(v,) =Ilnn+In(nv,). Comme v, diverge vers +oo, In(v,) = o(v,) donc In(Inv,) = o(Inv,) si bien que
In(v,) —Inn=o(n(v,))

etdoncIn(v,) ~ Inn,puisavecv,=nlnv,
n o0

—+

n, = ninn.
(c)Ona fr(l)=1>0et f,(e) =e—n <0des que n = 3 etles variations de f;, imposent que u, € [1,e]. Comme
u
In(u,) = =
n

il vient lirP In(uy,) = 0 donc u converge vers 1.
n—+o00

On a alors de méme

Up = exp

1+1+(1)) 1+1+3+(1)
ey D | I R IR S Bl
n n? n? n 2n? n?

« et ainsi de suite » si on le souhaite...
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.23. (a) On vérifie facilement que x — tanx — x réalise une bijection entre chacun de ces intervalles et R, donc que {0}
b4 b4
possede un unique antécédant xj par cette fonction dans ] km— > km+ 2 [ pour tout k € N.

1 =n
(b) On sait que Arctan x + Arctan — = > pour tout x > 0, si bien que pour tout k e N
X

T 1
Xy = km+ — —Arctan —.
2 Xi

T b4
Comme kn—g <xk<kﬂ+5pourtoutk€l\l,ona

X ~ kn
kk—>+oo
et donc
kn+” 1+o l)
Xr = _— -
k 2 kn kn
puis
AtlAt( )At(11+1+1))_1)At(1 1+(1))
rctan — = Arctan| ———— | = Arctan | — —+o0|— =Arctan|— - —— +o0|—
Xk km+ % +o(1) kn 2k k kn 2mk? k2



d’ou, en utilisant le fait que quand x tend vers 0, Arctanx = x + 0(x?)

Arct 1 1 1 N (1)
rctan— = — - ——+0|—
X km  2mk? k2

et finalement

1 1 1
X = kn+—-—-—+ +o|l—
Keioo "2 km 2mk? (kZ)
comme voulu.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

Suites récurrentes de réels ou de complexes

E-1.24. Pour n, on pose u, = raefn ol ry, = |uy| et 6, est I'unique argument de u, dans | — 7, 7].
On constate que (1) ey décroit par inégalité triangulaire, donc converge. On a alors

; Tn( 0 i 0n
Fps1€0m1 = ?” (ele" + 1) =ry cos(?”)e’ 2,

6,
Comme 6, €] — &, 7], cos( 5 ) =0 etdonc

On
Tl =TpCOS|—
2
6 On
n+l = .
2
P 6o . .
On en déduit que 6, = on converge vers 0. u converge donc vers un réel positif ou nul.
* Si ug € Ry, alors u est stationnaire a uy.
* Si ug € R_, alors u est stationnaire a 0.
* Si ug R, alors on a par une récurrence facile
n-1 2]
0
rn=To cos( )
11 cos| 3z

=0

puis
0o ro
'y Sin (2" ) = o0 sin(6o)
et donc .
Tn= -0 sin(fg)
2"sin (g—e,)

. rosinfp . .
qui tend vers , qui est aussi la limite de u.

o
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

Suites d’un espace vectoriel normé, suites extraites, valeurs d’adhérence

E-1.25. (a) Onsuppose ¢ =0, et on fixe € > 0. Il existe un rang ny = 2 tel que n = ng = |lu, || < e. On a alors pour n = ng

1 1 Mo=1 1 Mo=! (n— n0+l)€
||Un||<—2||14k||— Z IIMk||+— Z lugll < Z lugll + —
n -
k=1 k no
Or
(n—ng+ e
—  <c¢
n
no—1 np—1
et comme Z lui|l estindépendant de n, — Z llug || tend vers 0 et il existe n; € N* tel que
k=1 n =1
no—1
nzn=>—) lul<e
k=0

Pour n = max(ny, n1), on a donc ||v,|| < 2¢, ce qui montre que (v,) ,en converge vers 0. Dans le cas général, on a pour tout n € N*

1 & 1 & 1 &
T WSS SRS WAt W T
k=1

Nz n = =1
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ce qui rameéne au cas précédent en posant u), = u, — ¢ et v, = v, — ¢ pour tout n e N*.

1
(b) Pour u, = (-1)"*, on a v, = —— si n est impair et v, = 0 sinon. v converge donc vers 0 tandis que u n’a pas de limite.
n

(c) Supposons u a valeurs réelles et croissante, et supposons que v converge vers ¢. Pour tout n € N*, on a d'une part

1 n
Uy < — Z Uy = Uy
Nz
et d’autre part,
1 2n 2n
Up=—= Y Up<— Y U=2Usn—Up
N g=p+1 k=n+1

Comme lim v, = lim 2v,, - v, =/, le théoreme d’encadrement donne lim u, =/.
n—+oo n—+oo n—+oo
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
E-1.26. Par définition de la convergence de (up p) pen Vers £, il existe un rang, noté ¢(0) € N, tel que pour tout p e N
p=@0)=llugp—Loll <1

De méme, il existe ¢ (1) € N, que I'on peut choisir strictement supérieur a ¢(0), tel que pour tout p e N

pzo)=lluyp-£1ll < %
Pour n € N fixé, supposons construits ¢(0) < ... < ¢(n) tels que pour tout (k, p) € [0, ] x N
p= k)= lug,— Ol <27%.
Par définition de la convergence de (u,+1,p) pen Vers €41, il existe ¢(n+1) > ¢(n) tel que pour tout p €N
p=en+1)= luperp—Cpnll<27"7
Lextractrice ¢ est ainsi construite par récurrence et vérifie pour tout n € N
ltnpm —Cnll <277

donc
ltn g =1 <27+ 1€ =]
ce qui donne bien lim u =Y.
q o Un,g(n)
Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé

E-1.27. On étudie d’abord v € RN définie pour tout 7 € N par vy, = uy,41 — t,. On a alors pour 1 € N*
Un—Un-1=Up+1 —2Up + Up—1 =0.

On en déduit que v est croissante. S’il existe un rang ng € N tel que v, = a > 0, alors v, = a pour tout n = ng et par sommation

n-1
Un—Uny= Y Uk =(n—ng)a
k=ng

d’ot1 une contradication avec le caractére majoré de u. On en déduit qu'un tel rang ng n'existe pas, donc que v reste négative ou
nulle, donc enfin que u est décroissante, puis convergente car minorée.

Autre idée intéressante méme si plus longue. Comme v est croissante et u est bornée, v est bornée et donc convergente. On note
alors ¢ sa limite.
u étant bornée, elle possede une valeur d’adhérence a : il existe ¢ : N — N strictement croissante telle que up(n) . Alors
n—+oo
Vo) =7 ¢ donc

—+00
U, =V +Uu — a+/.
pn)+1 @(n) @(n) P

On en déduit que a + ¢ est une valeur d’adhérence de u, puis par une récurrence immédiate que a + k¢ est une valeur d’adhérence
de u pour tout k € N. Si ¢ # 0, par exemple ¢ > 0, u étant bornée donc majorée par un certain réel M, on aboutit a une contradiction

M+1-a
en considérant k > —7 qui ferait de a + k¢ = M + 1 une valeur d’adhérence de u. On en conclut que ¢ = 0.

Comme v est croissante, elle est donc négative, de sorte que u est décroissante, et donc convergente car bornée.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
E-1.28. (a) Soit u une suite réelle. On considére les « pics », c’est-a-dire les termes de la suite plus grands que tous ceux qui les

suivent. S'il existe une infinité de tels pics, ils forment une suite décroissante. Dans le cas contraire, on va construire par récurrence
une sous-suite croissante.
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Soitdonc A={neN,Vp = n,up < u,}.

* Si A est infini, on définit ¢(0) = min(A), puis pour tout k = 1, ¢ (k) = min(A\ {¢(0),...,p(k—1)}) (autrement dit, ¢ énumere les
éléments de A dans I'ordre croissant). Par définition méme, pour tout n €N, ¢(n) € A et (n+1) > @(n) donc upn+1) < Upmn), et la
sous-suite (Uy(n)) nen est décroissante.

* Si A est fini, on considére ¢(0) € N tel que ¢(0) > max A (on peut prendre ¢(0) = 0 si A = @). Comme ¢(0) ¢ A4, il existe
(1) > ¢(0) tel que upa) > Up). Pour n € N, supposons construits ¢(0) <... < ¢@(n) tels que Uy <... < Upm . Comme @(n) > ¢(0),
@(n) ¢ Aetil existe donc ¢(n+1) > ¢(n) tel que Upmn+1) > Uypn). La sous-suite (1ym)) nen ainsi construite par récurrence est donc
strictement croissante.

Dans tous les cas, u possede donc une sous-suite convergente.

(b) Soit u une suite bornée de réels : elle possede, d’apres la question précédente, une sous-suite (i) nen monotone. Cette
sous-suite étant également bornée est donc convergente, et u possede donc une valeur d’adhérence.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.29. On sait que'’ensemble des valeurs d’adhérence de u est un intervalle (voir TD). Supposons que u ne soit pas convergente.
Etant bornée, elle possede alors au moins deux valeurs d’adhérence a < b. Tout ¢ € [a, b] est encore une valeur d’adhérence de u, et
il existe alors une extraction ¢ telle que

lim u =/.
n—+oo ®m

Cependant, f étant continue
m upm+1= lm_f(upm) = f(0)

n—+oo

et comme lirP Upm)+1 — Up(n) =0, on en déduit que £ = f(£). Larestriction de f a [a, b] est donc 'identité de [a, b].
n—+oo

a+b
Comme en particulier est valeur d’adhérence de u, il existe un rang n tel que u;, € [a, b]. Mais alors u est constante a partir

de ce rang, donc convergente, ce qui contredit notre hypothese.

On en déduit que u n'a qu’'une seule valeur d’adhérence et donc qu’elle est convergente puisqu’elle est bornée.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
E-1.30. On a pour tout n € N

1

b2 2b,—-b2  1-(1-b,)?
bpdx= 22 4 by(l—by) = 22n—Yn _ 120 =bn)

by
a = xdx+
n+1 ](; by 2 2 2

et ) )
1-a;, _ 1+a;,
—

an 1
bn+1 =f andx+f xdx = a,% +
0 an
En posant ¢, = 1 — by, il vient en fait plus simplement

an1 = f(cn) ; Cn+1 = f(an)

avec
1-x2

X .
! 2

Les quatre suites (a2;) neN, (@27+1) neN» (€21) nen, (€2n+1) nen VErifient alors la relation générique

Un+1 = (f o f)(un).

Il est clair en outre que [0, 1] est stable par f et ces quatre suites sont donc toutes a valeurs dans [0, 1]. f étant décroissante sur [0, 1],
f o f est croissante, si bien que nos quatre suites sont monotones, et étant bornées, convergentes, vers un point fixe de fo f. La
recherche de ces points fixes amene a résoudre I'équation

fof(x)=x <= x*-2x*+8x-3=0.

Les points fixes de f sont facilement obtenus en résolvant xX24+2x-1=0, ce qui donne -1 + V2. Ces deux valeurs sont aussi des
points fixes de f o f et 'on peut factoriser cette derniére équation par x> +2x — 1, ce qui donne

(P +2x-1D(*-2x+3)=0.

Le second trindbme possede un discriminant strictement négatif, et finalement, le seul point fixe de f o f dans I'intervalle [0,1] est
V2-1, qui est donc la limite commune des quatre suites. On en déduit que (ay,) ,en €t (€,) nen COnvVergent vers V2 -1, etdonc que
(bn) nen converge vers 2 — v/2.

Enoncé non détaillé — Enoncé détaillé
Suites de Cauchy, complétude
E-1.31. Soit € > 0 : il existe 1y € N tel que pour tout (p, q) € N2, p > q = ng implique [|up — uyll <€, etpour tout n €N, n = ng =

[lu;, — vyl < €. Alors
lvp —vgll < llvp — upll + llup — ugll + llug — vgll < 3¢



24

ce qu’on voulait.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

N 1
E-1.32. A partir d'un rang no, u, differe de u,, de moins de > donc est égal a uy,, et u est stationnaire.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.33. @Sip>q

p-1 p=lq 1 1_(1)?“7 1
_ B L 2
lup—ugll= | X (uen —u) | < 3 5 = = T <
k=q k=q 2
On en déduit immédiatement que u est de Cauchy.
1 1
(b) On montre par récurrence que u, = 1 pour tout n € N et que u est croissante, d’ol [|up+1 — Upll = —— < —.

20y, — 2n
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé
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E-1.34. Le sens direct a déja été vu dans un exercice précédent. Supposons donc que E n’est pas complet et soit © une suite de

Cauchy de E non convergente. Comme u est de Cauchy, il existe ¢(0) € N tel que p > g = @(0) = |lup — ugl < 1, puis ¢(1) > ¢(0) tel
1

que p>qgz9) = lup—ugl < 2 etc. On construit ainsi une extraction ¢ telle que || tpn+1) — Upm I| < on" Sila suite x, = uyp(n) €tait

convergente, u aurait une valeur d’adhérence et on montrerait alors comme dans le TD que u converge, ce qui est contradictoire.
(x;,) n’est donc pas convergente, ce qui acheve la preuve par contraposée.

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.35. On a avec les quantités conjuguées

\/2+\/...+ n+1—\/2+\/...+\/ﬁ

Unp+1+ Up

\/2+\/...+\/W—\/2+\/...+\/ﬁ \/3+\/...+ n+ —\/3+\/...+\/ﬁ

2 :2(\/2+\/...+\/W+\/2+\/...+\/ﬁ)
\/3+\/...+\/W—\/3+\/...+\/ﬁ

< 22\/5 =...
s\/n+ n+1—\/ﬁ: Vvn+1
2=t =DV n+ Vit 1+ i)
vn+1
2ny/n!

Up+1 —Un =

<

<

- 1 . . L .
On a en particulier |uy4+1 — Up| < o et on en conclut que u est de Cauchy (voir exercices précédents).

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.36. (a) C’est classique (voir TD).
(b) Soit (p, ) € N? tels que p > g. Alors

1P, — Pyl i Xt L__1
—_ = — | = max —_— = —
P q k=g+1 2k g+lsksp 2k 2q+1

dont on déduit immédiatement que (P,) est de Cauchy.
(c) Supposons (P,) convergente et soit Q sa limite. Comme || P, || = 1, P ne converge pas vers 0. On note d = degQ € N. Soit

1
n > d, alors le coefficient de degré d + 1 de P,, — Q est non nul et vaut ) si bien que

1P2= QI 27

ce qui est absurde en faisant tendre 7 vers I'infini.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.37. Soit € > 0 : il existe ng € N tel que p > g = ng = |lup — u4|l < €. Notons d’abord que

1
n—np+1

1 n
S——— ) lug—upll<e.
”_”0+1k:n0

1
n—ng+1

n
> (U — tng)

k=ng

n
Z Uk — Ung

k=ng
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Si p> g = ny, il vient

1 1)t 1 2
vp—vgl = | ———— u+— -u Up+u
lvp = vql (p+l q+1)Z +1,5, Hie ™ Uno = q+1kz;’10 ke
1 1 no 1
S|—-— — Up—U Up—U
(q+1 p+1 1an0 kT q+1kzn0 kT
np—1
Or, comme ( n 1) est convergente donc de Cauchy et Z ur || indépendante de p et g, on peut majorer le premier terme par
n neN k=0

€ pour p > g = nj avec un certain n; € N. Ensuite, en utilisant la remarque préliminaire et le fait qu'une suite de Cauchy est bornée

p p p p
1 1 1 Z N 1
B k= Uno|| = | T+ Uy —— U+ —— Uk — Un
p+1,5, 0 p+1,5, p—no+1k,n0 p-no+1,5, 0
1 no(p—no+1)
< (7 Z el +e < lulleo +é.
p—no+1 p+1 k=0 (p+D(p—no+1)

no(p—no+1)

(p+D(p—no+1)
I'infini. On procede de méme avec le dernier terme et pour p et g assez grands, il vient

On peut encore choisir n, eNtelque p > g = ny = lulleo < € puisque cette quantité tend vers 0 quand p tend vers

vy —vgll <4e

ce qu’on voulait.
Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé

E-1.38. (a) Onapour tout (t,k) eRx Z
Fi+k)-(t+k)=F(t)-t < F+k)=F()+k
puis par une récurrence immédiate, pour tout 7 € N*
F'(t+k)=F"(t)+k.

Soit (x,y) € R? tel que x < y < x+ 1. On a alors F(x) < F(y) < F(x+ 1) = F(x) + 1. Ceci prouve en toute généralité que pour tout
(x,7) € R?
[x-yl<1=>|Fx)-F(l<l1
puis
lx—=yl<1=>|F*"x)-F"(»I<1

n

pour tout n € N* par récurrence immeédiate. S'il existe ¢ € Rtel que p = lim existe, alors pour tout # € R, en posant k = [u— ¢/,
n—o0

onalu—t—k|l<1etdonc
|[F*"(u) = F"(0)| = |F"(w) = F"(t+ k) + k| < |F"(u) = F"(t + k)| + |k| < 1 + | k|
de sorte que

F'(u) F™1)| 1+Ik|
- < — 0

n n n n—+oo

n

et donc lim
n—oo

(b) Supposons qu'il existe x € R et m € N* tel que F™(x) = x + k avec k € Z. Pour tout j € N*, on a alors F/"(x) = x+ jk d’oit

existe et vaut p.

. FIMuy k
lim —

j—+oo jm m’

Par division euclidienne, pour tout n € N, il existe (j,7) € N x [0, m — 1] tel que n = jm + r. Par continuité et périodicité, les applica-
tions y— > |F"(y) — y| admettent un majorant M commun indépendant de r, si bien que

F'"(x)-F/"x)|
. =

F"(FI™(x)) — F/™(x) _M
n h n

etdonc )
. F'(x) . FIM(x) k
lim = lim - =—.
n—oo p j—+co jm m
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F"(t
On conclut avec la question précédente que p = lirP © = — pour tout t € R.
n—+oo 1 m
(c) 1l reste a étudier le cas ot F"(x) — x n’est entier pour aucun x € R et aucun entier n non nul. Par 1-périodicité, il existe
k(n) € Z tel que pour tout x € R, k(n) < F"*(x) — x < k(n) + 1, k(n) étant indépendant de x. En écrivant cette inégalité pour les valeurs

successives x =0, x = F™(0), x = F2"*(0), ... et en sommant toutes les inégalités obtenues, on obtient pour tout m € N*

k(n) F™(0) k(n)+1
< < .
mn n

mk(n) < F"0) < mk(n) +1) <

Ce résultat est vrai en particulier pour m = 1. En conséquence :

‘F’””(O) F”(O)‘< 1
mn n n
puis en échangeant les roles joués par m et n et en ajoutant, il vient

1 1
—+—.
n m

‘Fm(O) F”(O)'
<
m n

1 £
Pour ¢ > 0 fixé, il existe un rang ny € N* tel que — < X de sorte que pour n = ng et m = ny

ng
‘ F™0) F™0) ‘
——|<e.
m n
F"'(0)
( ) est alors une suite de Cauchy de réels, donc convergente, ce qui conclut a I'existence de p.
n neN*

Enoncé non détaillé - Enoncé détaillé



