Operadores unitarios.

Vamos a analizar un tipo especial de operadores como son los operadores unitarios y que
juegan el mismo papel que las transformaciones ortogonales en el espacio ordinario. Un
operador unitario es aquel cuyo inverso coincide con su adjunto, es decir, un operador U
se dice que es unitario si verifica la siguiente condicién:

v =0t
o bien ry i
UlU=0U"=1
Vamos a considerar dos kets del espacio de estados [¢) y |). Si transformamos estos

dos kets por medio de un operador unitario U obtendremos unos nuevos kets transformados
que notaremos por |1p> y |@), es decir;

[y=Ul) v 12)=Uly)

Vamos a calcular el producto escalar de los vectores |@) y ‘{b>

(Pld) = (Pl UTU [¥) = (plv)

Es decir, que cuando transformamos los kets mediante un operador unitario los pro-
ductos escalares no varfan. Un operador unitario conserva el producto escalar y, por tanto,
también la norma. Es similar a lo que ocurre con las transformaciones ortogonales en el
espacio ordinario, como son las rotaciones. Vamos a ver algunas otras propiedades rela-
cionadas con los operadores unitarios.

Supongamos que A es un operador hermitico. A partir de este operador podemos
construir el siguiente operador unitario:

A~

U=e4

Vamos a comprobar que efectivamente se trata de un operador unitario:
A~ s "1- s N
UT —¢ tAT e 1A

por tanto UTU = I. R ¥y R
SiU y V son dos operadores unitarios, de modo que Utu =1 y VIV = I, entonces el
producto de los dos operadores también es unitario:

A AT /A A NPT R A

(V) (0v) =viotov =viv =1
Vamos a ver a continuacién qué condicién deben verificar los elementos de matriz de
un operador para que sea unitario. Supongamos que U;; son los elementos de matriz de

0u,).

un operador unitario U en una determinada base {|u;)}, es decir que Uj; = <uz

Como el operador es unitario debe verificar que UTU = I. Es decir que:

<ui uj> = 0;j

Si insertamos la relacion de cierre en esta ecuacion:

5™ oo o) = 3 ([ (e

U

Uj> = zk: UpiUrj = 035



Autovalores de un operador unitario.

Vamos a suponer que [¢) es un autovector normalizado de un operador unitario U de
autovalor \, es decir que

Wy =1y  Ulw)=rv)

Si tomamos el hermitico conjugado de esta expresiéon y la multiplicamos término a
término queda:

(0 |010|w) =1 = WIAA) = AA@l) = XA = |A]

2 5 .. .
por tanto || = 1. Es decir, que los autovalores de un operador unitario son mimeros
complejos de norma 1. Los autovalores se pueden escribir, por tanto, de forma general
como A = e'? donde ¢ es un nimero real.

Transformacién unitaria de un operador.

Vamos a suponer que tenemos una base ortonormal {|u;)}. Si transformamos los vec-
tores de esta base mediante un operador unitario U obtendremos otra base distinta:

{|ﬂz> = U |u;) } Supongamos ahora que tenemos un operador A cuyos elementos de matriz

en la base {|u;)} son los nimeros A;; = <uZ

fl‘ uj> Diremos que el operador transformado

de A ‘por medio del operador U es el operador que tiene los mismos elementos de matriz
que A pero en la base transformada {|@;)}. Si notamos por A al operador transformado se
debe verificar la siguiente condicién:

(@

Podemos ver qué relacién existe entre el operador A y el transformado A:
<’(7,Z' A| Q_Lj> = <UZ j ’U,J’> = <uz A Uj>

por tanto UTAU = /1, o bien, si multiplicamos a la izquierda por U y a la derecha por U f
A = UAU'. Esto recuerda a un cambio de base.

Vamos a ver a continuacién qué relacién existe entre los autovalores y autovectores de
Ay A. Supongamos que |)) es un autovector del operador A de autovalor ), entonces:

Al uj) = (vi|Alvy)

Al) = Ay)

Si multiplicamos esta expresiéon por U e insertamos la expresion UTU = I obtenemos
lo siguiente: o X
UATT ) = AT [o)
o bien

Alg) = Av)
donde \{p> =U |). Por tanto, el ket |z_p> es un autovector del operador A con autovalor \.
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El cardcter hermitico de un operador no se pierde cuando lo transformamos mediante
un operador unitario, ya que A y A estén representados por la misma matriz, aunque en
distintas bases.

Por 1ltimo, vamos a ver cémo se trasforma una funcién de un operador mediante un
operador unitario. Si para un operador A, A = UAUT entonces:

(A)? = DAUTU AU = UA%0 = A2

Del mismo modo A" = A" y en definitiva f (4) = f f(A) = Uf(A)U. Esta relacién
tendrd importancia mds adelante: las operaciones de tomar el transformado de un ope-
rador mediante una transformaciéon unitaria y la operacién de calcular la funcién de un
operador son operaciones que conmutan, en el sentido de que da igual el orden en el que
las apliquemos.

Operador unitario infinitesimal.

Vamos, por tltimo, a estudiar una serie de operadores unitarios que tienen gran importancia
en fisica por estar relacionados con las operaciones de simetria. Se trata de operadores que
dependen de un pardametro real continuo «, U(a), de modo que U («) tiende a la identidad
cuando « tiende a cero, es decir, que:

lim U(a) =1

a—0

Podemos desarrollar el operador U(a) en potencias de a (como si fuera una funcién

ordinaria que depende de un pardmetro «):

Ua) = F+ad+-

Si nos quedamos hasta primer orden en «, vamos a ver qué condicién debe verificar A
para que U(a) sea un operador unitario hasta dicho orden:

010 = (I+adf+ ) (I+ad+ ) =+a(A+4) +
Por tanto, para que U sea hermitico hasta primer orden en a se debe verificar que
AT+ A=0 , 0 bien, At =_4A

Un operador que verifica la condicién anterior se dice que es antihermitico. A partir de
A podemos definir el siguiente operador G = iA, o bien, A = —i(. Si A es antihermitico
el operador G es hermitico, ya que Gt = —iAt = iA = G. Por tanto, hasta orden « el
operador unitario serd de la forma

Ula)=1—iaG+---

donde el operador G es hermitico. Para valores infinitesimales del parametro « el operador
unitario U(a) serd de la forma U(a) = I — iaG. Un operador de esta forma se dice que
es un operador unitario infinitesimal. Si realizamos una transformacién unitaria mediante
un operador de este tipo, el operador G se dice que es el generador de la transformacion.



