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A. Fonctions L et P

1. Multiplier par n le terme général d’une série entiere ne change pas le rayon de convergence. On
n

en déduit que la série entiere E — est de méme rayon de convergence que la série entiere E 2",
n
n=1 n=1

dont on sait qu’elle converge si et seulement si |z| < 1 (en tant que série géométrique de raison
n

z
z). Par conséquent, la série Z 2" est de rayon de convergence 1, et donc Z — également ; en
n>1 n=1
particulier, elle converge pour tout z € D. On sait que si z €] — 1, 1[, on a de plus :

Z* —In(1 - z). (*)

nln

(selon la variable ¢, a z € D fixé). or

tz)"

2. On note que @ est la somme de la série entiere Z Q
n

n=1

d’apres la question précédente, elle converge pour tout ¢ € R tel que |tz] < 1, c’est-a-dire pour

tout t € R tel que : [t| < | E ou 'on pose I%\ = +00 si z = 0. On en déduit que cette série entiere

est de rayon de convergence au moins et sa somme P est de classe C> et dérivable terme a

1
I\’

terme sur} ol Tz ‘{ Comme [—1, 1] g} ol Tz ‘{ (en effet, |z| < 1 implique : 1 < B |) on en déduit
en particulier que @ est dérivable sur [—1,1]. On a de plus :
400 tn_l n +00
vte[-L1], @) =3 " =2> () = ()
n=1 n n=1 1=tz

3. L’application ¥ est dérivable en tant que produit de deux fonctions dérivables. Il y a tout de méme
une petite subtilité, du fait que dans le programme de PSI, la dérivabilité au sens complexe ne soit
pas définie ; ainsi on ne peut pas directement dire que ¢ — e®® est dérivable sur [0, 1] en tant que
composée de t — L(tz) qui est a valeurs dans C et de 'exponentielle qui serait dérivable sur C.
J’explique a la fin de la résolution de cette question comment contourner cette difficulté (bétement
technique). Admettons provisoirement que ¢ + e®®) soit dérivable, et de dérivée t s @'()e®®).
On a alors :

Vte[0,1], W(t) = —ze®® 4 (1 — t2)@'(t)e*® 0 <—z + (1 —tz2) x 0 Zt ) e?® =,
—tz

Ainsi U est de dérivée nulle sur l'intervalle [0, 1], donc ¥ est une application constante. On déter-
mine la valeur de cette constante grace a une évaluation en ¢t =0 :

T(0) = (1 — 0 x 2)ek0%2) = L0 e 1.

Ainsi :

Vit e [0,1], W(t) =1.
En particulier, pour t = 1, on a V(1) = 1, c’est-a-dire, en remplagant W(1) par son expression
explicite :

(1 —2)exp(L(2)) =1,
et donc :

exp(L(z)) = :
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ce qu’il fallait démontrer.

Détaillons a présent comment justifier, en restant dans les clous du programme, que 'application
f it e®® est bien dérivable sur [0, 1], de dérivée t — ®'(t)e®®. Nous y parviendrons en étudiant
la limite quand h — 0 du taux d’accroissement de la fonction f entre ¢ et t+ h (ou, cela reviendrait
au méme, en montrant que f admet un développement limité a l'ordre 1 en 0; la différence n’est
que rédactionnelle). Soit t € [0,1]. On a, pour tout h € R non nul :

F(t+h) = exp(B(t + 1)) = exp (cp(t) Rt + o (h)) — exp(B()) x exp (hcp’( )+ o (h)) .

h—0 h—0

Pour abréger, posons z(h) = h®'(t) + hoo(h), de sorte qu’avec ces notations, pour tout h au
—

voisinage de 0 on a : f(t+h) = f(t) exp(z(h)). On remarque qu’on a z(h) — 0et = ( ) — () :

c’est tout ce qu’il nous suffit de retenir pour la suite. On a, pour tout h au vmsmage de 0

400 n +00 n—1
exp (i) = 3 "y gy 4oy Y GO
— nl — nl
400 n—1
Notons S(z) = > pour tout z € C. C’est la somme d’une série entiere de rayon de conver-

n=2
gence infini (ce n’est que la série exponentielle, & peu de choses pres), donc elle est continue sur C

et en particulier en 0 (c’est 1a la clé de ce raisonnement : méme si 'on n’a pas défini la dérivabilité
au sens complexe en PSI, nous savons qu'une somme de série entiere est continue sur son disque
ouvert de convergence). Or pour tout h non nul au voisinage de 0 :

f(t+ h) f(t) exp(z(h)) =1 z(h) +z(h)S(z(h)) z(h)
BRI =~ r ; - J®%

= /()

(14 S(2(h))).

Comme z(h) — 0, on a : S(z(h)) — S(0) = 0, par continuité de S en 0. On sait aussi que
h— —

(h) — ®’(t). Par conséquent, I’égalité ci-dessus implique :
%

i PO ZIO gy (14-0) = w0 0),

h—0

ce qui démontre que f : t — e®® est dérivable, et qu’on a :

f1t) = ') f(t) = ' (t)e® ™,
d’ou le résultat admis ci-dessus.
4. Soit z € D. on a |z| € [0, 1], et donc d’apres la question 1 :
Rt L
IZ—I Z— —In(1 — |2|),
— n

In=1

ce qu’il fallait démontrer.
Or, si z € D, alors 2™ € D pour tout n € N \ {0}, donc :

Ve N\{0}, 0<|L(=")] < —In(1—|"]) = —In(1—|2"). ®)

Montrons que la série Y —In (1 — |z|") converge. On a : |z|" — 0, car |z| < 1, et donc :
n>1 nrteo

—In(1—[z|" ) \z]” > 0.
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Or la série géométrique Y _ |z|" est de raison |z| < 1, donc elle converge. Par le théoréme de
n=1

comparaison des séries & termes positifs, la série —1In (1 — |z|") converge également.
n>1

Toujours par comparaison, grace a la majoration (1), on en déduit que la série Z L (2") converge
n>1
absolument, donc converge, et ce pour tout z € D : d’ou le résultat.

5. L’exponentielle ne s’annule pas sur C, donc : P(z) := exp [Z L(z”)] # 0. De plus, pour tout

entier N > 1 on a, d’apres la question 3 :

expLéL( ] Hexp :f:[

Quand N — +oo, le membre de gauche tend vers P(z), par définition de P et continuité de
I’exponentielle sur C. Par conséquent :

P(z) = lim H

N—+oo o 1—zn’

Toujours d’apres I'égalité ci-dessus, pour tout ¢ > 0 on a e~* €]0, 1], et donc :
N N
2 L) ===
> Lfe) = 1]

Chaque terme du produit ci-dessus est strictement positif, du fait que e™™ < 1. On peut donc en
considérer le logarithme :

In exp li L (e”t)D =In (ﬂ 1_1€_m> = —iln (1—e).

n=1 n=1

Vi >0, VN € N\ {0}, exp

—e —nt’

Ona: Nl_lfiloo €xp [Z L ( _"t)] =P (e_t) > (. Par continuité du logarithme, le membre de gauche

tend donc vers In (P (e7")) quand N — +o00. On en déduit que le membre de droite de 1'égalité
ci-dessus a une limite finie quand N — +o0, et :

N +o00
In (P (e_t» = Nl_i&o — ngl In (1 — e_”t> = — nglln (1 — e_"t) ,

d’ou le résultat.

B. Développement asymptotique en variable réelle

6. La fonction ¢ est somme de fonctions continues par morceaux, donc elle est continue par morceaux

sur R. De plus la fonction partie entiere vérifie : Vo € R, |z + 1] = |x] + 1, donc :
1 1 1
VeeR, qz+1)=(x+1)—|x+1] —521’—1—1— |z —1—5:35— |z ] —izq(z),

donc ¢ est 1-périodique. Il reste & montrer que la fonction |g| est paire. Comme ¢ est 1-périodique,
il suffit de démontrer que |¢(z)| = |¢(—x)| pour tout = € [0,1[. Pour x = 0, il est évident que
I'égalité est vraie, et on ne considere donc que z €]0, 1].
Or, pour un tel z, on a plus simplement : ¢(z) =z — 3, et : ¢(—z) = —z — (—1) — % =—z+3
(car : —1 < —z < 0). Afin de simplifier |¢(x)| et |¢(—=z)|, on traite deux cas :
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— six € {0, 1}, alors ¢(z) =

—q(r) =~ +5=q(-2) = I( )|
— six € B, [, alors ¢(x) =
g(v) =a — 3= —q(~v) = M()

k
Dans tous les cas, on a |¢(z)| = |¢(—x)|, pour tout = €]0, 1], et donc pour tout z € R d’apres la
réduction expliquée ci-dessus. Ainsi |¢| est bien une fonction paire, ce qu'il fallait démontrer.

N
(@)
@
-+

L)

0
oy
I
|
8
+
N =

> 0, donc dans ce cas : |q(x)| =

> 0et g(—z) = —z + 5 < 0, donc dans ce cas : [g(z)| =

Y Y

|
—_
|
N
|
X
_
|
—_
[
N
|
|
N
N —
—_ —

N[

| |
u
7. Soit t > 0. L’application u | q( )1| est continue (par morceaux) sur [1,4o00] en tant que
et —

quotient de fonctions continues dont le denominateur ne s’annule pas (la continuité de |q| serait
en principe a justifier, bien qu’on la voie sur le graphe ci-dessus, en étudiant la limite en O par
valeurs supérieures et inférieures ; la périodicité assure alors la continuité en tous les autres points
éventuellement problématiques). Etudions l'intégrabilité au voisinage de +oc.

On montre facilement qu'on a |¢(z)| < 3 pour tout = € [0,1], et donc pour tout 2 € R par
1-périodicité. Par conséquent, pour tout u lona:

| 1 w2
|<* —>07
|

q(u)
< 1 -
0<1u 5ot — 1 usiie

. 2 _ , .
puisque : %~ ~ wule™ — 0 (théoréme des croissances comparées). On en déduit :

e =1 ysto00 u—~400
q(w) ( 1 )
I l= 0 — .
Ietu — ]_| u—s+oo \ 42
too du
Or l'intégrale de Riemann / — est d’exposant 2 > 1, donc elle converge. Par le théoreme de
1w

+oo q(u)
etu

comparaison des intégrales de fonctions positives, 'intégrale / 1 du converge absolument,
1

donc converge : d’ou le résultat, pour tout ¢ > 0.

8. Soit n € N\ {0,1}. On a, par la relation de Chasles, et aprés le changement de variable affine

t=u—k:
" q(u) /k“q Lat k),
/1 Z EETa

Comme ¢ est 1-périodique, on a ¢(t + kz) = q(t) pour tout t € R et tout k € Z, donc :

An(ﬁwduzg/oltqik Z/ot—i—/idt Z/ ) Z 1_< ;)/oltdjk>
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Lo dt
Or:Vk e [1,n—1], / TR [In(t + k:)](l) = In(k+1) —In(k). Il apparait presque un télescopage :
0

attention a ne pas oublier le terme k + % en facteur. Utilisons cette observation a profit, et faisons
apparaitre un « vrai » télescopage :

/1”‘1(;)@: Z(m;) (In(k + 1) — In(k))

(n—1) g(k+;)lnk+1 ( )
(n—1) n_l(k+;)1nk+1 2_:( )+ >n(k>+n§j1n(k)

—(n—1)+In((n—1)! ZK ) (h+1)— <(k—1)+;)1n(k;)}.

Cette derniere somme étant télescopique, on en déduit :

/ a(u du- —1)+In((n—1)!) — (n—;) In(n)
— (n=1)+In((n—1)! x n) — In(n) — <n - ;) In(n)
= (n—1) 4 In(n!) — (n + ;) In(n),

ce qu'il fallait démontrer. La seconde égalité de I’énoncé s’obtient en écrivant : n = In(e”), et :
(n + %) In(n) =In (n”+%) = In (n"\/n).

9. Soit x au voisinage de +00. On a :

0< I/ Mdul < |q<u)|du du ln (x) )
Jzlouw o e 2 Jla) w Ed

Orona:z—1<|z| <z donc:1 —% < % < 1. Par le théoréme des gendarmes : 1—1>T Li—J =1.
T (e.¢]

/\

Et donc, par continuité du logarithme : 1_1)15{1 In (L:;—J) = In(1) = 0. L’encadrement ci-dessus donne

donc, par le théoréme des gendarmes :

lim Mdu = 0.
T—r+00 lz] U

+o0 g(u)

Voyons comment en déduire que I'intégrale / ———=du converge. D’abord, notons que la question

1

nq(u
précédente permet de démontrer que la suite / q>du> converge, puisque par la formule de
n=2

Stirling :

) nle™ Nor
n1—1>r-‘1r-100 nn\/ﬁ - 27-[_’

et donc, par continuité du logarithme :

|
/ OF <n6 ) |, mlm
n”\/_ n—s+00 2

Alors, pour tout réel z au voisinage de +00, on se ramene au cas d’'un parametre entier avec la

relation de Chasles : ol
/ q(u) / alw) 4 N v .
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10.

Comme |z] € N tend vers I'infini quand = — +o00, ce qui précéde montre que, par composition de
L] q(u)d In(27)
u =

limites : lim — 1. La seconde intégrale a une limite nulle quand z — +oo

r—+00 J1 u
d’apres la résolution en début de question. Alors, en tant que somme de quantités ayant une limite
finie, on a :
In(27
/ 4 g, = 0™
x4++oo 2

Ceci démontre que l'intégrale / afw)
1 u

/+°° q(u) / q(w) , _ n@m)
1 U mA%Hm 2 )

——=du converge, et on a :

Pour tout u > 0 on a e~ €]0, 1], et donc, comme on I’a rappelé a la question 1 :
(- =38
—In(l—e") =
n=1 n

Nous allons en déduire I'égalité de 1’énoncé via une intégration terme a terme, que nous allons
justifier en vérifiant les hypotheses du théoreme d’intégration terme a terme. Posons :

—nu

Vn € N\ {0}, Vu €]0, 400, fulu) = &

n
Alors :
— pour tout n € N\ {0}, Papplication f,, est continue par morceaux et intégrable sur |0, +o0]
(c’est une fonction intégrable de référence);

— la série de fonctions Z fn converge simplement sur |0, 4+o00| vers la fonction continue par
n=1
morceaux u — —In (1 —e™*) d’apres 'égalité rappelée ci-dessus ;

— justifions que la série ) / | fn| converge; on a :

n>1

Feo 1 Feo —nu 1
vneN\{O},/O \fnjzg/o e du:l

n

emmu] T 1
—n

0

et donc ) / fal = D —2 est une série de Riemann d’exposant 2 > 1 : on en déduit
n

n=1 n=1
qu’elle est convergente.

Toutes les hypotheses du théoreme d’intégration terme a terme étant vérifiées, on en déduit d’une
+00

part que l'application u +— > fo(u) = —In(1 — e ") est intégrable sur |0, +oo[ (et donc son
n=1

opposée aussi), et d’autre part que cette somme peut s’intégrer terme a terme :

[73 ftwae= 3 [ a

+o00 2
s
En reprenant les calculs ci-dessus, le membre de droite est égal a E — (et donc a 3 d’apres le

n=1
+oo
résultat rappelé en début d’énoncé), tandis que le membre de gauche donne / —In(1—e*)du.
0
Ainsi : )

/()Jroo—ln(l—e_“)du:z,

d’ou le résultat demandé apres multiplication par —1.
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11. Nous allons utiliser le théoreme de convergence dominée. On s’y raméne en se souvenant que, par
caractérisation séquentielle de la limite, le résultat de 1’énoncé revient a démontrer que pour toute
suite (t,)nen convergeant vers 0 par valeurs supérieures (et qui est donc, en particulier, a valeurs

dans R%), on a :
1 1 — e tnu
lim In <> du = 0.
0

t,u

. .. . _e—tnu . _e—tnu . ,
La raison pour laquelle nous choisissons d’avoir In (%) au lieu de In (167”) dans l'inté-
n

grande, est pour faciliter I'utilisation de I'indication de I’énoncé. Il ne sera pas difficile d’en déduire
la limite de I’énoncé, en écrivant : In (ket_t"u) =In ( tnu) + In(u).

n tn

Soit (t,)nen une telle suite, et soit ng un rang au-dela duquel : ¢, < 1. Posons :

1 — et
Vn = ng, Yu €]0,1], fno(u) =1In |

nU

Alors :

— pour tout n = mng, f, est continue (par morceaux) sur |0,1]; en effet, u — 15;% est
clairement continue sur ]0, 1], et & valeurs dans R* car ¢, > 0 et u > 0 (si bien que 1 —e~"* >
0), d’out le résultat par composition avec le loganthme qui est continu sur R}

— pour tout u €]0,1], on a t,u —> 0, et donc :
n—-+o0o

1 — e tnu tou
- ~ =1 — 1,
thau  netoo tLu n—-+00

ce qui montre, par continuité du logarithme, que la suite de fonctions (f,)n>n, converge
simplement sur |0, 1] vers u +— In(1) = 0, qui est continue par morceaux ;

— majorons |f,(u)| pour tout n = ng et tout u €]0, 1] par une fonction intégrable (et indépen-
dante de n) grace a l'indication de I’énoncé : 'application g : x — % est dérivable sur R%
en tant que quotient de fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas, et on a :

er—(1—e®) (1—-2z)e*-1

\EAS Rj—’ g’(x) - 2 - 2 ’

et I'on va obtenir le signe de h : x — (1 — z)e™ — 1 par une étude de ses variations, étant
donné que que c’est une fonction dérivable sur R et que :

VeeRY, Wa)=—-e*—(1—-2)e"=(x—2)e";

ce dont on déduit le tableau suivant :

x 0 2 +00
b (z) - 0 +
0 —1
—e 21

on observe que h est négative sur R* , donc : Vo € R%, ¢'(x) % < 0, ce qui prouve que g

est décroissante sur R’ (il est utile, de plus, de noter que g < li(r)n g = 1 par décroissance, ce

qui prouve que In(g) < 0); or :
Vn = no, Yu €]0,1], | fu(u)| = [In (g (taw))| = —In (g (t,u)),
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12.

et comme t,u < u pour tous n = ng et u > 0, la décroissance de g permet d’écrire :
Vn = ng, Yu €]0,1], g(u) < g(thu);
donc, par croissance du logarithme :
Vn = ng, Yu €]0,1], |fu(u)] < —In(g(u)). (HYPOTHESE DE DOMINATION)

Vérifions que 'application ¢ : u — —In(g(u)), manifestement continue (par morceaux) sur |0, 1],
est intégrable sur cet intervalle. Pour cela, il suffit de noter le fait (sous-entendu plus haut) que g
est prolongeable par continuité en 0. On a en effet, pour tout u au voisinage de 0 :

donc : hII(l) o(u) = In(1) = 0. Ainsi ¢ se prolonge en une application continue sur le SEGMENT
u—
[0, 1], donc elle est intégrable : ce qu'il fallait démontrer.

Toutes les hypotheses du théoreme de convergence dominée ayant été vérifiées, on en déduit d’une
part que f, est intégrable pour tout n > ng, et d’autre part :

1 1
lim / fn(u)du :/ 0du = 0.
0 0

n—-+4o0o

1 1 —etnu
On a donc montré : lim In <> du = 0, et ceci vaut pour toute suite (t,)nen conver-
n—+o0 Jq tLu

geant vers (0 par valeurs supérieures. Donc, par caractérisation séquentielle de la limite :

1 _ ,—tu
lim In (16> du = 0.
0 t

t—0t u

1 1 — e tu 1 1 — e tu 1
Vvt > 0, / In <6> du = / In (e) du —1—/ ln(u)du,
0 t 0 tu 0

1 1—et 1
donc : lim [ In (t) du = / In(u)du, et il est tres classique de démontrer, grace a une
0

t—0t 0
1
intégration par parties, que : / In(u)du = [uln(u) — u], = —1. En conclusion :
0
1 1— —tu
lim [ In <€> du = —1.
t—0+ Jo t

Soit k € N\ {0}. On note que uy, est une intégrale a parametre. Montrons donc sa continuité sur
R, en utilisant le théoreme de continuité sous le signe intégrale. Posons :

[ tq(u)

—— sit >0,
]XR+, vk(u,t):{ )
q(u

et — 1
l — sit=0.
u

kok+1

V(u,t) € [2,2

Alors :
E k+l

— pour tout t € R, Papplication u — vg(u,t) est continue par morceaux sur [5, ?} (en fait,

k @] quitte

comme on le voit d’apres 'étude de la question 6, la fonction ¢ est continue sur |5, =
a éventuellement enlever une extrémité de 'intervalle ; I'extrémité a enlever dépendant de la
parité de k; il suffit alors de reconnaitre en u +— vg(u,t) un quotient de fonctions continues

dont le dénominateur ne s’annule pas) ;
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13.

— pour tout u € [5 k1

51 3 }, la continuité de Iapplication ¢ — vy (u,t) est évidente sur R en tant
que quotient de fonctions continues dont le dénominateur ne s’annule pas, et on vérifie qu’elle

est continue en 0 également par un calcul de limite :

ta(w)  ta(w) _ aw)

etv —1t=0 ¢ty t—=0 1y - Uk(u? 0> ’
donc t +— v (u,t) est continue sur Ry ;
— pour tout (u,t) € {g, %] x Ry, ona:
|og(u, )| < lg(w)] ;' (HYPOTHESE DE DOMINATION)
u

en effet, pour t = 0 c’est évident, et pour t > 0 on utilise la formule de Taylor avec reste
intégral a 'ordre 1 en 0 pour montrer que :

k k+1 1
V(u,t) € | =, FE R:, e =1+tu+ (tu)2/ (1—2z)e"™dz > 1+ tu,
2" 2 0 ————
>0
qui implique :
E k+1 . ev—1
V(Uﬂf) € [2, 2] X R+, 0 = ]_, (**)
et donc :
kk+1 . lg(w)| ~— tu |q(u)|
\V/(U,t) € l2,2] X R+, |U]§(u,t)| = U X olu _ 1 < U .

lg(u)]

u
elle y est intégrable. L’hypothese de domination est donc bien vérifiée.

L’application ¢ : u

est continue par morceaux sur le SEGMENT [g, %] si £ > 0, donc

On en déduit, par le théoreme de continuité sous le signe intégrale, d'une part que pour tout

t € R, lapplication u +— vg(u,t) est intégrable sur {%, %}, et d’autre part que I'application
(k+1)/2

gt vk(u, t)du est continue sur R, : d’ou le résultat.
k/2

Soit £ € N\ {0}. Comme ——= > 0 pour tout u € {g, %}, le signe de l'intégrande de u(t) ne

dépend que du signe de g. Or I'expression de la fonction ¢ montre que :
1
07 2:||: )
1
1]

k k+1 (2) = —|g(z)| <0 sik est pair,
27 2 |’ N lq(z)] > 0 si k est impair.

<0 sire
veepa {9 o
q(x) =0

Par 1-périodicité de ¢, on a donc :
Vo € ]

J’exclus les bornes pour éviter les distinctions de cas fastidieuses, et inutiles (car I'intégrale ignore
les valeurs en les points isolés : il ne cofite donc rien d’étudier son signe en excluant les extrémités
de l'intervalle d’intégration).

On en déduit d’une part :

E k+1
Vl’€‘|2,2

[, a(2) = (1) g(a)].
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et d’autre part que, par croissance de l'intégrale : ug(t) > 0 si k est pair, et ug(t) < 0 si k est
impair (on a en effet établi plus haut que le signe de I'intégrande est dicté par le signe de ¢). On
a donc aussi, pour tenir compte de cette distinction de cas selon la parité de k :

un(t) = (=1)" ug(t)-

(On note une erreur d’énoncé concernant 'exposant de —1). La premiere égalité demandée est
alors immédiate :

un(®)] = (~1)un(t) = |

(k+1)/2 ¢(—1)Fk+1 (k+1)/2 ¢
CUat)y, 0 el
/2 etv — 1 k/2 etv — 1

Tout ce qui préceéde démontre que la série > uy(¢) est alternée : montrons qu’elle vérifie le critére

k>1
spécial des séries alternées :

— pour tout entier £ > 1, on a :

(D] = s (8)] = /

k)2 et“ — (k+1)/ et“ — 1

(k+1)/2 ¢|q(u (k+2)/

= Juss etu_ / etk+1 v)_ldv (wv=k+1—u)
(k+1)/2 t]q (k+1)/2 t|q )| i )
= T / ) 1dv (lg] 1-pér. et paire)
(k+1)/2 1
>0 >0
= 0,

le signe du terme en facteur de t|g(u)| découlant du fait que 'application u + ﬁ soit

clairement décroissante (on a u < k+ 1 — u pour tout u € [k k“}) ; ceci montre que la suite
(|ug(t)|)k=1 est décroissante;

— pour tout entier £ > 1, on a :

L pe+D/2 tdy () 1 D2 du 1 <k+1> In(1)
< — .
——+00

< t gi — =1 :Oa
un() 0 5

2 Jk/2 elv —1 2 k/2 U 2
donc par le théoreme des gendarmes : khrf lug(t)] = 0.
—+oo

Ainsi la série Y uy(t) est alternée, et la valeur absolue de son terme général décroit en convergeant

k=1
vers 0. Par le théoreme spécial des séries alternées, la série Z uy(t) converge (ce qu'en fait, on
k=1
pouvait déja déduire de la question 7), et son reste est majoré en valeur absolue par son premier
terme : " |
Ea 1 n+1 1 1
Vne N\ {0}, 1> wup(t) < |uy, Sln( )zln(l—i—).
\ {0} lkZ% k(1 ! [un ()] < 5 . 5 -
Or, d’apres la formule de Taylor avec reste intégral, a 'ordre 1 en 0, on a pour tout entier n > 1 :
1 1 1 11—z 1
ln<1+> = <>2dx<,
n n n*lo (142 n
donc :
| +o0 | 1
Vn e N\ {0}, 1D w(th < —
lk=n | 2n’

d’ou le résultat.
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14. De la question précédente, il résulte que :

Il +00 1
VYn e N\{0}, un <— — 0,
Vol IIIcz;z ku 2n nrto

ce qui démontre que le reste de la série de fonctions Z ug converge uniformément sur R, vers
k=2
la fonction nulle, et donc la série de fonctions Z ug converge uniformément sur R,. En tant que

k>2
400

limite uniforme de fonctions continues sur R (question 12), la somme Z u est continue sur R, .
k=2
La continuité sur R, implique en particulier que, quand ¢ — 0%, on a :

+00
lim Z u(t) = > uw(0)
k=2

t—0+

Or, par la relation de Chasles :

+oo oo f(k+1)/2 ¢ +oo ¢
Vie RY, D w(t) = Z/k a(u) du :/1 av) du,
k=2

/2 et — 1 etv — 1

et, par le méme argument :

u

Jio ur(0) = /:Oo Mdu.

Le calcul de limite ci-dessus se réécrit donc ainsi :

+oo +oo
lim / ta(w) 4, / q(u) \ a9 n27)
1 1

=0+ etv — 1 U 2 ’

d’ou le résultat.
tu

etv — 1

“+o0o
15. Soit t > 0. En reprenant les arguments de la question 7, il est clair que les intégrales / du,
1

+oo +o0
/ t du et /
1

du convergent. Ecrivons :

—+00 tq “+00 tLuJ 1 “+o00 t
/1 /1 A e“‘—ldu_§ 1 et“—ldu
+o0 0 rkt1 t|u] 1 f+oo ¢
A=) d2 ru_ldu
k=1
+o0 +00 k41 +oo
du — / du - = /

te—tu
= est u— In (1 —e ™). On en déduit :
etv — 1 1 —etu ( )

oo ¢ +00 ot 1 1o
[ g [ du—Zk/ —e)] g (e
- [ o - Sk (1- e—t<k+l>) S (1- )]+ ;m (1-¢).
o k=1

Simpliﬁons les deux premiers termes du membre de droite. Commengons par

Zk[ln( “1)) —1In (1—6’““)} : pour obtenir In(P(e™")), il faudrait faire apparaitre

Or une primitive de u

k+1
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“+oo
la somme Z In (1 - e_tk>. Nous y parvenons ainsi; posons pour abréger :
k=1
VkE e N\ {0}, ar=1In (1 — e_tk) ,
+oo
de sorte que la somme a simplifier ci-dessus s’écrive : Z k(ary1 — ag). On a alors, pour tout entier
k=1
N>1:
N N+1 N+1
>k (agr — ax) ZkakJrl —Zkak > (k—1)ay — Z/mk =— Y ap+Nayy1 — @
k=1 k=2 k=2
N+1
= — Z ar+ Naynyiq.
k=1

Les séries Z k(agi1 —ay) et Z ay convergent : pour la premiere, cela découle du calcul d’intégrale
k=1 k=1
plus haut, et pour la seconde on note que c’est la série dont la somme apparait dans la question

5. Par conséquent, il est censé de prendre la limite quand N — +o0o dans cette égalité, et on a :
+oo
Zk (aky1 — ag) Zak+ hm Nan.q.
k=1 k=1 N=

(Nous avons implicitement effectué une transformation d’Abel.)

+o0
D’apres la question 5, on a : — Z ap = In (P(e‘t)), et de plus, pour N au voisinage de +o00 :

o t(N+1) -~ —t(N+1)
Nayiy =N (1- ) o e 0

par le théoreme des croissances comparées. On a donc montré :

io k(agy1 —ag) =In (P (e_t)) ,

k=1
et donc :
[ = [T (P () o (1 ).
Enfin, pour exprimer l'intégrale /1 +OO . tumi 1du en fonction de /1 o In (1 — e*t“) du (Uintégrale

qui figure dans l'identité de I’énoncé), nous allons effectuer une intégration par parties :

— en dérivant u — u, qui est de classe C! sur [1, +o00] et de dérivée u — 1;

— en intégrant u —

T qui est continue sur [1, +oo[ et dont une primitive est, on I'a vu,
u—In (1 —e™).

Puisque lintégrale est généralisée, nous devons préalablement vérifier l'existence du terme

[uln (1 —e ™). On a :

lim wln (1 — e_t“) =0,

uU—r—+00

par un calcul analogue a celui effectué plus haut avec Nay,;. Il n'y a donc pas de probleme
d’existence. La formule de l'intégration par parties nous donne donc :

/1+OO etutu_ 1du = {uln (1 — e_t“)]joo—/:oo In (1 — e_t") du=—1In (1 — e_t>—/1+oo In (1 _ e—tU) du.
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16.

On peut enfin conclure :
teo tQ(U) _ —t too —tu —t 1 —t
[T = (—m (1= ) = [T (1 ) du) <t (P (7)) Sl (1 7).
C’est-a-dire, apres simplifications, le résultat voulu :
oo tqu) o1 —t —t
/1 et“—ldu—_im(l_e )—111(P(e ))—/1
Soit ¢ > 0 au voisinage de 0. D’apres la question précédente :
-~ +oo tq(u) 1 _ +oo _
t - — _ = _ t\ _ o tu
ln(P(e ))— /1 et“—ldu 2111(1 e ) /1 ln(l e )du.
Etudions le comportement asymptotique de chaque terme quand ¢ — 07. Tout d’abord, on a :

I (1-e") = (t n tg()(t)) —In (t (1 + tﬂo(l)» —In(t) + In (1 + tgou)) .

Il découle deux choses de ce développement asymptotique. D’abord, du fait que le second terme
tende vers In(1) = 0 quand ¢t — 0%, on a :

+0o0

In (1 — e_t“) du.

1 . In(t)
(oo = R0, 0
D’autre part, on en déduit que : —In (1 — e ™) ~ —In(u) > 0, et donc que les intégrales
U—

1 1
/ In (1 — e_t”> du et / In(u)du sont de méme nature (notons qu’on intégre bien une fonction
0 0

continue sur |0, 1]). Comme la seconde converge (c’est une intégrale de référence), on en déduit
que la premiere converge aussi. On a alors :

/;OO In (1 - e_t“) du = /OJFOO In (1 - e_t“> du — /01 In (1 — e_t“) du

400 1 1— —tu 1
= / In (1 - e’t“> du — / In (e) du — / In(t)du
0 0 t 0
400 1 1 — e tu
= / In (1 — e’t“) du — / In <6> du — In(t).
0 0 t

La seconde intégrale a pour limite —1 quand ¢t — 0% d’apres la question 11. Ensuite, on effectue
le changement de variable v = tu dans la premiere intégrale. Il est licite, car I'application u — tu
est de classe C! et strictement croissante de ]0, +o00[ dans |0, +oo[. On a dv = tdu, et donc :

[T emyau=t [T e)a e T

(1 et L 1
/1 n( —e ) u——a%— —n(t)—l—t_om( ).

Si 'on compile tout ce qu’on a démontré jusqu’a présent dans cette question, on a :

Ainsi :

2

In(P(et)) = —/1+°O taw) g, _ lnz(t) - (—gt +1- 1n(t)> + 0 (1)

etu —1 t—0
B +oo tq(u) In(t) =2
__/1 etu_ldu+ 5 +§—1+t_0>0(1).
oo ¢t In(2
Or, d’apres la question 14, on a : / tq(u) du = n(2m) —1+ o (1). On a donc, en conclusion :
1 et —1 2 t—0
2

Y ™ In(t)  In(27)

In (P (e ))_a+ 5~y 0.0
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C. Développement de P en série entiere

17. Soit N € N\ {0}. Tout d’abord, P, y est non vide, puisque (n,0,...,0) € P, y. Justifions que
P, x est inclus dans [0, n]" : soit (ay,...,ayx) € P, . Alors :

n N
Ve e [1,N], n= Zk:ak = lay, + Zkak > lay > ay.
k=1 k=1 27

iZ0 >0
On a montré que a;, < n pour tout ¢ € [1, N], et par hypothese on a déja a, > 0, donc :
(a,...,ay) € [0,n]". Ceci vaut pour tout (ay,...,ay) € P, n, d’ott 'inclusion demandée.
Ceci montre que 'ensemble P, x est fini, et donc que son cardinal p, y € N est bien défini. On a
pnn = 1 pour tout (n, N) € N x (N\ {0}) car P, x # 0.
Montrons que la suite (p, n) n>1 est croissante; pour cela, il suffit de montrer qu’il existe une
injection de P, y dans P, y+1 pour tout N € N\ {0} (en effet, une application injective ne
peut étre a valeurs que dans un ensemble plus grand que celui de départ). Il suffit de prendre
I’application :

CI)nNI

)

Pn,N — Pn,NJrl
(a1,...,an) — (a1,...,an,0),

N N
clairement a valeurs dans P, y4+1 (si Y. kap = n, alors (N + 1) x 0+ > kay = n également)
k=1 k=1

et injective : si (a1,...,any) € Pon et (by,...,by) € P,y vérifient :7(I>n7N((a1,...,aN)) =
@, N ((b1,...,by)), alors lidentification coordonnée par coordonnée donne : (ay,...,ay) =
(b1, ...,bxn), d’ou l'injectivité.

Puisqu’il existe une application injective de P, y dans P, y41, on a : card(P, y) < card(P, ny+1)-
C’est-a-dire : p, v < pp,n+1. Ceci vaut pour tout N > 1, donc la suite (]omN)N>1 est croissante.
Il reste & justifier qu’elle est constante a partir du rang ng = max(n,1) : si n = 0, alors on

N
a clairement ppy = 1 pour tout N > 1 = max(n,1), vu que l'égalité 0 = > kaj impose :
k=1

Vk € [1, N], ar, = 0 (une somme de réels positifs est nulle si et seulement si chaque terme est nul),
de sorte que le N-uplet (0,...,0) soit le seul a convenir pour tout N > 1. Supposons a présent
n > 1. Montrons :

VN > max(n,1), pun = DanN+1-

Pour cela, il suffit de démontrer que ’application @, n ci-dessus, en plus d’étre injective, est
surjective : cela assure que c’est une bijection, et une bijection conserve les cardinaux. Soit, donc,

(by,...,bn,bn+1) € Py n+1, et construisons un antécédent par ®,, y de cet élément. Notons d’abord
que le dernier coefficient by est nul. On a en effet, comme (by,...,by,bny1) € Ponyr -

N+1 N

k=1 k=1

Or N +1 > max(n,1) +1 > n+ 1 > n. Par conséquent, si by; # 0, alors byy; > 1 (c’est un
entier naturel), et donc on aurait :

N
k=12

C’est absurde : on ne peut pas avoir n > n. Par I’'absurde, on a montré : by, = 0, et par ailleurs

N
'égalité ci-dessus devient : n = Y kb, ce qui démontre qu'on a : (by,...,bx) € P, ny. En résumé,
k=1

(bla e ,bN’bNJrl) - (bl, . .,bN,O) - q)n,N ((bla e 7bN))

on a montré :
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18.

avec (by,...,bn) € P,y, donc tout élément de P, yy1 admet un antécédent par ®,, n, ce qui
démontre sa surjectivité (si N > max(n, 1)).

Etant une application surjective et injective, ¢’est une bijection, et une bijection est nécessairement
entre deux ensembles de méme cardinal. On en déduit : VN > max(n, 1), p,n = Pn.n+1, ce qu'il
fallait démontrer.

Soit z € D. On a alors |2V| < 1, et donc :
1 =

EE
1_ZN:Z(ZN) :ZZkN'
k=0

k=0

On en déduit que si 'on pose :

1 sin divise N,
0 sinon,

\V/TLGN, amN:{

alors :

“+00 —+00 —+00
E amNz = E Z = E Z = 1 N
n=0 0 k=0 =z

n—=
Nin

Déduisons-en la formule :

N +o00
* 1 n

n=0
par récurrence sur N € N\ {0}.
A 1

Initialisons. Si N = 1, alors pour tout z € D on a : H 7 P , tandis que l'on a :
o 1 —2 -z

Vn € N, Pn1 = 1.

En effet, calculer p,; revient a calculer le nombre d’entiers a; tels que : 1 x a; = n. Il n’y en a
qu'un seul : ¢’est n. On a alors :

1

1—2z’

“+oo “+o0o
Vze D, melz” = Z 2" =
n=0

n=0
ce qui prouve que le résultat voulu est vrai pour N = 1.

A présent, soit N € N\ {0}, et supposons qu’on a :

N 1 “+00
Vze D, kl;[ll_zk :;:J;pm]\;z )

Alors :
= X = CLn7N+1Zn X pn,Nz” .
po1 L= 28 1=V e 1 — 2k n—=0 n—=0

Nous avons le produit de deux sommes de séries entieres : cela incite a faire un produit de Cauchy.
On a clairement : Vn € N, 0 < a, ny41 < 1, donc la série entiere Z an,N+12" est de rayon de
n=0
convergence supérieur a celui de Z 2" : le rayon de convergence est donc supérieur ou égal a 1.
n=0

De plus, d’apres la question précédente, on a : Vn € N, p, y < card (ﬂO,n]]N) = (n+ 1), et on

montre facilement que la série entiere Z(n +1)"2" est de rayon de convergence 1. Un argument
n=0
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parmi d’autres : si p € R, alors la suite ((n + 1)V ,0“) o Converge vers 0 si p < 1 par croissances
n

N

comparées, et est donc bornée; si p > 1 alors (n + 1)Vp" > (n + 1) - +o0o donc la suite

n’est pas bornée; le rayon de convergence est donc sup ([0, 1[) = 1. Toujours par le théoreme de

comparaison des séries entieres, la série entiere Z pn,n2" est de rayon de convergence supérieur
n=>0

ou égal a 1.

On en déduit que le produit de Cauchy Z cn2" de ces deux séries entieres est aussi de rayon de
n=0
convergence supérieur ou égal a 1, et on a :

—+00 —+00 —+00
n n n
v2eD, (zanwﬂz ) 9 (zpn,Nz ) ~Se
n=0 n=0 n=0
avec

n n
VneN, ¢, = Z Ak, N+1 * Pn—k,N = Z Pn—k,N = Z Prn—e(N+1),N-
k=0

k=0 = 0<I< 2~
N+1|k N+l

Il reste a démontrer que cette somme est égale a p, y41 pour tout n € N. Soit n € N. Pour le
N+1

montrer, on note qu’on peut fabriquer un (N + 1)-uplet (ay,...,an11) tel que n = Z kay, ainsi :
n=1

— on choisit un entier £ € N tel que : (N 4+ 1)¢ < n;

N
— on choisit un N-uplet (a1, ...,ay) d’entiers naturels tel que : Y kay =n— (N +1) (il y a

k=1
Pr—t(N+1),n possibilités) ;
N+1
— on complete ce N-uplet en un (N +1)-uplet vérifiant : Z kay = n, ce qui ne peut se faire que
k=1
N+1
d’une seule fagon, en posant ay,; = ¢ (puisque en effet Z kar = n équivaut, par propriété
k=1
N
de (a,...,an), & : (N +1anp =n— > kay = (N +1)).
k=1
On obtient ainsi tous les (N + 1)-uplets possibles de P, ni1, puisque réciproquement, si
(a1,...,an+1) € Py, alors
N N+1
Y kay =Y kap — (N +1Dayy1 =n— (N + Dang =n— (N + 1),
k=1 k=1

avec { = ani1 < §ig (on utilise la majoration déja apparue dans la question précédente : Vk €
[1, N + 1], kay, < n). Ainsi on obtient les p, y4+1 éléments de P, n41 par ce décompte.
Ces choix étant incompatibles deux a deux, on a par principe additif :

Pn,N+1 = Z Pn—e(N+1),N = Cn-

7
OIS w4

On a donc bien :

N+1 1

—+00 “+o00 “+o0 “+o00

— n n S n __ n

veeD ] - (Z toir? ) . <zpn7Nz ) S =S
k=1 n=0 n=0 n=0 n=0

d’ou le résultat au rang N + 1, ce qui clot I’hérédité.

N +o00
1
Par principe de récurrence, on a donc, pour tout N € N\ {0} : Vz € D, H T = E PaNZ".
k=1 -+~ n=0

https://coursnevski.fr 16


http://www.foxitsoftware.com/shopping

Mathématiques I PSI Mines-Ponts 2022, corrigé

19. Soit N € N\ {0}. Comme la série > _ p, nz" est & termes positifs (on a en effet pris z € [0,1]), on

n=0

{4 400 (q.18) N
> opana" <Y pana” =" ]
n=0 n=0

On en déduit, quand N — +oo, d’apres la question 5 :

a

Or la série Z pax’ est & termes positifs et majorée (par P(x)) : elle est donc convergente. Ceci
n=0

vaut pour tout = € [0, 1], donc le rayon de convergence R de la série entieére Z ppx’ vérifie : R > 1
n=0

Etudions la nature de la série pour # = 1 : on a p, > 1 pour tout n € N d’apres la question 17

(ceci découle du fait que P,y # ) pour tous n € N et N € N\ {0}), de sorte que (p,)nen ne

puisse pas converger vers 0, et la série Z pn, diverge grossierement. On en déduit : R < 1.
n=0

Puisque R > 1 et R <1, on conclut : R = 1.

20. Soit N € N\ {0}. On rappelle que d’apres la question 17, on a p,, = p, y pour tout N > max(n, 1).
Donc :

400 +o0o +oo
> " =Y panz" Z pn2" + Z " = Panz"
n=0 n=0 n=0

n=N-+1
+oo
:anNZ + Z pn meNZn
n= N+1 n=0
- Z pu2" — Z pn,NZn
n=N-+1 n=N+1
+oo
= Z (pn_pn,N)Zn-
n=N-+1

On a donc, d’apres I'inégalité triangulaire, et du fait que p, = p, n et p, v = 0 pour tout n € N :

| +00 | +o00 400
<1 ppa" — anwz 1< > o —pan]- 12" = D (pn—pan)|z]" < Z Pul2|™.
|n=0 | n=N+1 n=N+1 n=N+1

Comme |z| < 1, d’apres la question précédente la série Z Pn|z|™ converge, donc son reste converge

n=0
vers 0. On en déduit :
+oo
lim > pulz["=0
N—+oco n=Ni1
Et donc, par le théoreme des gendarmes :
+oo +oo
1 n
i an N2" ;pnz
Mais on a aussi :
I Z 9 fn T ) P(e)
N—1>I—r&—loo o pnN o N—1>I—I|—100k:11—zk N )
Donc, par unicité de la limite :
+oo
= > "
n=0
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21. Soit t > 0, et soit § € [, 7]. On a [e""?| = e~* < 1, donc d’aprés la question précédente :
. . i kI .
efznap <67t+16’) — efan Z i <€,t+19) — Zpkeftkezﬂkfn).
k=0 k=0

Nous allons en déduire : _— ,
27_‘_pn€—nt _ e—anP (6—t+29) do

—T
grace au théoreme d’intégration terme a terme sur un segment, dont nous vérifions les hypotheses.
Posons :

VE €N, V0 € [—m, 7], fu(0) = pre Fe?m),
— pour tout k € N, l'application f; est clairement continue (par morceaux) sur [—m, 7|, par
composition et continuité de ’exponentielle sur C;

— pour tout k € N et tout 6 € [—7, 7], on a : | f(0)| = |pr|e ™ = pre™; on en déduit :
Vke N, |[fill= pke_tka

or le7f| < 1 cart > 0, et la série entiere Zpkzk est de rayon de convergence 1, donc la
k>0

série > || fullo = > pr(e™")* converge; on a donc démontré que la série de fonctions »_ fi
k>0 k>0 k=0
converge normalement, donc uniformément, sur le segment [—7, 7], et de plus sa somme est

continue (par morceaux) sur [—m, 7], puisqu’il s’agit d’une limite uniforme d’une série de
fonctions continues.

s
D’apres le théoreme d’intégration terme a terme sur un segment, d’une part la série Z / fr(0)do
k=077
converge, et d’autre part :

[ 5 nionas =3 [ siojas

T k=0
Or, d’apres les calculs effectués au début de la question :

x +oo S ‘ i | |
Z fk(9)d6’ = / Z pke—tkeﬁ(k—n)dg — /_ e—znGP (e—t—I—z@) d0,

T k=0 T k=0

et d’autre part :

T T _tk [e®k-m)]T .
Vk € N, / fr(0)dl = pke_tk/ pi0(k—n) 1 — pre”* {ﬁ}iﬂ =0 si k #n,
- —7 pne—tn flr do = 27Tpn€—tn sik = n,

étant donné que : k) — e=imlk—n) — (_1)k=n _ (_1)k=" = () (pour le cas k # n). Donc :
1T s 1T
S [ 5@ = [ 00+ [ fu(6)d0 = 2mpe.
k=0""T - k=0 "
k#n -0
En conclusion, l'intégration terme a terme ci-dessus s’écrit plus simplement ainsi :
/ 67in9P (eftJriQ) do = 27Tpn€7tn.

Cela donne le résultat voulu, en isolant p,, :

T i (s g EPP) T g P ()
= — nd p t+1i0 — / ino ) 1
b= o /—7r ‘ (6 ) 40 27 € P(e™?) a0 (1)

Remarque. On a démontré la formule intégrale de Cauchy dans un cas particulier.
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D. Controle de P

22. D’apres la question 3, on a :

I 11—z |

T pe! = leXp (L(we®) — L(x)): = exp (Re (L(xe™) - L(z))).

Re(w)

On a utilisé 1'égalité suivante, valable pour tout w € C : |e¥| = e , et qui se démontre ainsi :

VweC, | = Vewew = ewed = y/ewtd = \/e2Re(w) — oRe(w)

Or :
S ' X gmein? 2 2" cos(n
Re (L(z)) = L(z) = Z:lz, et : Re (L (xew)) = Re Z:l - ) — z:ln(‘g)’
donc :
:11_—;;9: — exp Z (cos ne) — 1)) = exp <—(1 —cos(0))r — z:(l — Cos(nG))f:)
n= . .
— exp (—(1 — cos(®))z) exp (— Y- cosme))n) |

et comme : Vn € N\ {0,1}, 1 —cos(nf) > 0, la seconde somme ne fait intervenir que des quantités
positives, donc :

+oo "
—> (1 = cos(nf))— < 0.
n=2 n
On en déduit :
“+o0o xn
exp —» (1— cos(n@))) < 1,
n=2 n
si bien que 1’égalité ci-dessus implique :
11—z |
1T o) S &P (=(1 = cos(8))z),
ce qu’il fallait démontrer.
I P(zei?) ]
Pour majorer IPPTh on note que par la question 5 :
'p (ze IN 1 _n |
PN
| P(x) 1 Notoo 5 1 —gnent

Or, par ce qui précede (qu'on peut bien appliquer avec x™ au lieu de z, vu que 2" € [0, 1] pour
tout n € N\ {0} si x € [0, 1]), pour tout entier N > 1 on a :

:le”:_Nll_xn| N ) )
|n1:[11—x”em9|_nl;[1'1 rreind ! nl;[leXP(—( — cos(nh))x
N
=exp — Y _(1—cos(nb)) )
n=1

= exp Zx —|—Zcosn9 )
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Or :

et :

n=1 n=1

N )
On a (me’e) N—+> 0 car : :xew: =1z < 1. Donc :
—+00

O N 1 1

Par conséquent, quand N — 400, la majoration du produit ci-dessus donne :

IP(ZEGie)l | N 1 — gn | 1 1
PO T (e L) ).
I P(z) N—lgrloolgl—x"eme S GXP 1—:1:+ e 1 — xe?

c’est-a-dire :

ce qu’il fallait démontrer.

23. On a: '
1 1—ze™ 1—xzcos(d)+izsin(f)
1—xe? |1 —geif|* 11 — zeif| 7
donc : . X )
— x cos
Re (1 . xei@) - |1 . $€i9|2 .
Or :
:1 — xeie:Q =(1- xeia)(l — xe’w) =1—-x (ew + e’io) + :wew:g
=1—2wcos(d) + z*
=1-—2z+ 2%+ 2z(1 — cos(f))
= (1 — )% 4+ 22(1 — cos(6)),
donc :
R < 1 ) 1 — xcos(6)
e — ) = _
1 — e (1 — )%+ 2x(1 — cos(h))

On en déduit :

1 —Re( 1 ) _ (1 —2)* 4 2x(1 — cos(h))) — (1 —z) (1 — zcos(h))
11—z 1 — ze®? (1—2) (1 —2)%+22(1 —cos(h)))
_ 22(1 —cos(@)) + (1 —x)((1 —z) — (1 — z cos(h))
(1—2)((1—2)%+2x(1 —cos()))
_ 2x(1 —cos(#)) — (1 — x)(1 — cos(0))
(1—2)((1—2)%+2x(1 —cos()))
(1 —cos(6))(2— (1 —2))
(1—2)((1 —2)?+22(1 —cos(h)))
z(1 —cos(9))(1 + z)
(1 —2)((1—2)%+2z(1 —cos(h)))
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comme x € [0,1[,on a: 1+ x> 1. On en déduit :

| 1 x(1 — cos(h))
1l—z Re (1 - $e"9) z (1 —2)((1—2)? +22(1 — cos(0)))’

ce qu’il fallait démontrer.
Supposons a présent : x > % En combinant la question précédente et I'inégalité ci-dessus, on a :

:P (meie) : z(1 — cos(h)) ) ‘

TP 1 SO T (20— cos(0)

Pour majorer le membre de droite, suivons l'indication de 1’énoncé, en distinguant les cas :

— si #(1 — cos(0)) < (1 — x)?, alors par croissance de application u — — on a :

x(1 — cos(6)) B x(1 — cos(6))
(1—2)((1—2)2+22(1 —cos(d))) =~ (1—2)((1—2)2+2x(1— )2
z(1 — cos(6))
(1 —2)%(1+22)
z(1 — cos(6))

g_(l—x)3(1—|—2) (car 14 2z < 3)
< _LOS(Q)7 (car —z < _1)
6(1 — 2)3 2

et donc :

:P (xeie) : <o 1 — cos(0)
L P) 1 S0P T —a)
ce qui donne la premiere inégalité proposée;

— si z(1 — cos(9)) = (1 — x)?, alors on a, toujours par croissance de 'application u — —

B x(1 — cos(0)) . z(1 — cos())
(1—2)((1 —2)24+2z(1 —cos(f))) = (1 —13:) - 3z(1 — cos(h))
T 3(1-2)

et donc :

| P(x) :geXp C3(1—2)

P ("), 1),

On a donc démontré que si z > 1 alors, selon que z(1—cos(0)) soit supérieur ou inférieur & (1—x)?,

on a :
Ip(xez‘e)l 1 — cos(6) Ip(mie)I 1
[ S PP S S I u——— I S
D Plz) 1 S0P T - @3) N TP P Taa - x)>
1 — cos(0) _
24. Posons : V0 € [—m, |\ {0}, f(0) = —m Alors f est continue sur [—m, 7] \ {0}, et on a au

voisinage de 0 :
62/2 1
1O) %97 =t 2

donc f se prolonge en une application f continue sur le SEGMENT [—m, m]. Par le théoreme des
bornes atteintes, f est bornée et atteint ses bornes. On en déduit I'existence de o € R tel que :
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25.

a = inf f — min f. Comme f > 0 trivialement (on a cos < 1) et ne s’annule pas sur [—, 7] (en

—7,m] [—m,m]
effet, pour 6 # 0 on a cos(0) # 1 donc f(6) = f(0) # 0, et pour § =0 on a f(0) = li(r)nf =1#0),
on a : a > 0. Ainsi on a bien 'existence de a > 0 tel que :

wel-ma\ {0, o) =0,

d’ott le résultat en multipliant par 6% > 0 (et pour § = 0 I'inégalité reste trivialement vérifiée).

Soit ¢y > 0 tel que : e = 2. Clest vérifi¢ pour o = In(2). Alors, pour tout ¢ €]0, ¢}, en reprenant

1

la minoration de 1 — cos(f) ci-dessus, et en posant x = e " € [5,1{ dans les majorations de la

question précédente, on obtient pour tout 0 € [—m, 7| :

|P< tz&)l af? lP( tz@)l 1
WIGRR _6(1—et)3>’ U TRy SO _3(1—e—t))

Or, pour tout t € R, on a : 1 —e™" <t (reprendre, dans la question 12, le raisonnement qui méne

a I'inégalité (sx)), donc par croissance de v — — on a :

IM: < exp _a02> = exp (—Oé (9t3/2)2) ;

I P(e7t) | 63

iy ~ 2/3
P (ete)! 1 10 102/3¢1 (e7"20))
. A ) = <exp|—-——+— | =exp| —~—"+—

3 193 3 w23 3 ’

d’ott le résultat en posant 3 = 5 > 0 et v = &r%/g > 0 (il faudrait en principe traiter a part le cas
6 = 0, pour la seconde inégalité, mais il est trivial : nous laissons le lecteur s’en convaincre).

Remarque. Il est aussi possible de démontrer la minoration 1 — cos() > af?, et d’expliciter a,
en écrivant : 1 — cos(#) = 2sin (6/2)°. 1l est alors relativement classique de démontrer, grace & une

étude de variation, qu’on a : Vx € [O sin(z) > 2% (c’est une inégalité de convexité). Par parité

y 9 |
: % A T : 2 422 4413

de sin? et = — (7) ,on a méme : Vr € {—5, 5}, (sin(x))” > %. On en déduit alors, en prenant

r=40/2¢€ [—%,E} :

2
40/2)2 202
Vo < [—71',77'], 1-— COS(G) 2 2. 7'('2 = ?,

d’ott la minoration voulue en posant o = = > 0.
s

Soit t €]0,¢y]. D’apres la question précédente (et pour éviter une distinction de cas), on a :

—t 0 |
VO € [—n, 7], |MI < max (e—ﬂ(t3/26)2 —7(t3/29)2/3> < e—ﬂ(tfs/za)'é’ 4 (= 3/2|9|>2/3

On en déduit, grace a l'inégalité triangulaire :
(- 2y P | |P 10
I/ 67267 ( @| < e 6 \/ ( t 3/29 —|—6_7(t3/2|9|)2/3) 40

|J—m |
o [ (s ) g,
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par parité des intégrandes. Le changement de variable u = ¢t=3/20 (licite car § +— ¢t=3/20 est de
classe C! sur [0, 7]) donne alors :

/7r (eﬁ(t_me)Q + eV(t_3/29)2/3> do = 3/2 /t
0 0

—+00

—3/2,;

(G_ﬂUZ + 6_7"2/3) du.

Montrons que 'intégrale / (e_ﬂ W 6_7“2/3) du converge : I'intégrande est continu sur [0, 400,

0
et par le théoreme des croissances comparées il est dominé par u +—> 512 au voisinage de +oo, qui est

intégrable au voisinage de +o00 en tant que fonction de Riemann d’exposant 2 > 1. Par le théoreme
de comparaison des intégrales de fonctions positives, u — e 74* + e est également intégrable
au voisinage de +oo, d’ou le résultat. Cela nous permet d’écrire, étant donné que l'intégrande est

positif :
)

+oo .
et donc, en posant C' = / (e*ﬁ v 677“2/3) du (qui est bien une constante de la variable t), les
0

t=3/27

(6_’8“2 + 6_7“2/3) du < /O+oo (e_ﬂ”2 + 6_7“2/3> du,

calculs qui précédent montrent que :

I —t ,i0 |
T 2 Ple e
|/ e—zratzegdgl < 20753/27
1= Pe7t)

et ce pour tout t €]0,tg], ce qui montre bien qu’on a :

25 P (e*tew)
e ———~df = $3/%) .
[ﬂ@ 6t P(eft) tg}+< )
E. Conclusion
26. Posons t = \/% dans (1), ce qui équivaut a n = % (c’est ce qui apparait dans l'intégrande de la

question précédente). Notons qu’'on a n — +o0o si et seulement si ¢ — 07. On a alors :

e—znf) _

o 3 P de.

eL\/JEEP(ei/%) T P<67V%+w)
[t F)

Or, d’apres la question précédente :

0 . P 6_\/%+i0
[t e o o)

De plus, d’apres la question 16 :

_ 2 In(t) _ In(27) 2 _ In(2m)
P(e t)zeﬁt-e? ez D~ e e 2 ,
t—0+

donc, en particulier :

P (e_t) = 0 (\/%67(;?) ,

t—0+
puis :
__m_ - m/n
P(e 6n>: O (n 1/4e¢5).
n—-+oo
On a donc : e e .
T n _ ™ n _ _ 27\' n
Pn= O <e\/5 x n~ Y4 Vo ><n3/4>: @) (nle \/5>.
n—-+4oo n—-+4oo
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, NERT , , 2 2 . [2.
C’est-a-dire, étant donné que T BB \ﬁ :

exp (7T %”)

d’ou le résultat.
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